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§2.1 복원추출 관련 분포

2.1.1 Bernoulli 분포

<사례 1.3>의 모분포가 바로 Bernoulli 분포인데, 관행상 

(2.1.1)Y={1,  if 성공
0,  if 실패

 

로 표현한다 (식 (1.6.1) 참조). 그리고, P (Y = 1 )을 소문자 p로, P (Y = 0 )을 소문자 

q (= 1 - p )로 표기한다. <사례 1.3>에서는 p = m/N 이고 q = 1 - (m/N )이다.

2.1.2 이항( binomial) 분포

<사례 1.3>에서 복원추출의 경우 S = ∑
n

i = 1
Y i 의 분포를 이항분포라 한다. 즉, S는 n
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회의 독립(이고 동일한)시행 중에서 성공하는 횟수를 의미한다. 요즈음은 중학교 과정에서도 

등장하는 이항분포는 다음과 같다. 

(2.1.2)P(S=s)=( )n
p

p s q n-s , s=0,1,…,n

2.1.3 기하( geometric) 분포

첫 번째 성공이 발생할 때까지 시행하는 독립시행의 횟수를 Y 라 하면, 기하분포인 

Y 의 분포는 다음과 같다. 

(2.1.3)P(Y=y)= q y-1p , y=1,2,…

2.1.4 음이항( negative binomial) 분포

Y 1 ,⋯ , Y n 이 기하분포를 따르는 iid 확률변수일 때, S = ∑
n

i = 1
Y i 의 분포를 음이항

(또는 Pascal) 분포라 한다. 즉, S는 n번째 성공이 발생할 때까지 시행하는 독립시행의 횟

수를 의미한다. S의 분포는 다음과 같이 이항분포를 이용해서 구할 수 있다. 

P(S= s) = P(s번째  시행에서  n번째  성공이  발생 )

= P(s-1번의 시행  중에서  n-1번 성공 , s번째  시행은  성공 )

인데, s번째 시행의 결과는 이전의 ( s- 1번의) 시행결과와 독립이므로

P(S=s) =P(s-1번의 시행 중에서 n-1번 성공)⋅P(s번째 시행은 성공)

=( )s-1
n-1

p n-1 q (s-1)-(n-1)⋅p

(2.1.4)=( )s-1
n-1

p n q s-n , s=n,n+1,…                

2.1.5 Uniform 분포

Uniform 분포는 독립시행과 다음과 같은 관계가 있다. n 회의 독립시행 중에서 단 

한번 성공이 발생했다고 하는 정보가 있을 때, 성공이 발생한 시행이 i번째의 
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( i = 1 ,2 ,… ,n ) 시행일 확률은 1/n 로 모두 동일하다. 이는 대칭성에 의한 결과인데, n번

의 시행이 모두 동일한 여건 (동일한 성공확률) 하에서 시행되었기 때문에 특별히 어느 시

행이 다른 시행과 달라야 될 이유가 없는 것이다. 

이를 정식으로 유도하되 다음과 같이 확장한다. n 번의 시행 중에서 성공하는 횟수를 

B n이라 하고, i 번째의 성공이 발생할 때까지 시행하는 횟수를 N i 라 하면, B n 과 

N i 는 각각 이항분포와 음이항분포를 따른다. 그러면, B n = j 라는 조건 하에서 

N i = m 일 ( 1≤ i≤ j,  m≤n ) 확률인 P ( N i= m ∣ B n = j) 는 조건부 확률의 정의에 의해

서 P ( N i = m ,  B n = j)/P (B n= j) 인데, 분모는 이항분포인 ( )n
j

p j q n - j 이고 분자는 다

음과 같다. 

P(m-1번  중에 i- 1번  성공 ,  m번째는  성공 ,  이후  n-m번  중에  j- i번  성공 )

= ( )m -1
i-1

p i - 1 q m - i⋅p⋅ ( )n-m
j- i

p j - i q ( n - m ) - ( j - i)

= ( )m -1
i-1 ( )n-m

j- i
p j q n - j

따라서 다음과 같이 “성공확률 p와 무관한” 결과를 얻는다.

(2.1.5)P( N i=m∣ B n=j)=( )m-1
i-1 ( )n-m

j-i /( )n
j

식 (2.1.5)에 i = j = 1 을 대입하면 uniform 분포인 1/n을 얻는다. 또한, 예를 들어, 

i = j = 2 를 대입하면 2(m -1)/{n(n-1)}을 얻는데 ( 2≤m≤n), 이는 m - 1에 비례해서 

증가하는 삼각형 형태의 분포이다. 

식 (2.1.5)에 대한 해석은 다음과 같다. 분모는 총 n번의 시행에서 (성공이 발생하는) 

j번의 시행을 뽑는 경우의 수이다. 반면에, 분자는 ( )m - 1
i- 1 ( )1

1 ( )n - m
j- i

 인데, 이는 n

번에서 j번을 뽑되 m - 1 번째 이하에서 i - 1 번, m번째에서 한번, 그리고 m+1번째 이

후에서 j - i 번을 뽑는 경우의 수이다. 

2.1.6 다항( multinomial) 분포

<사례 1.3>의 모집단에서 “복원추출”하는 경우 꼬리표가 있는 동물의 수는 이항분포

를 따르듯이, <사례 1.1>의 모집단에서 “복원추출”하는 경우 후보별 득표수는 다항분포를 
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따른다. 후보 i의 실제 득표율을 p i 라 하자. 즉, p i = 0.42,… , p 5 = 0.015 이다. 그리고, 

투표함에서 임의로 복원추출한 n 장의 투표지 중에서 후보 i 가 득표한 수를 S i 라 하자. 

그러면 

(2.1.6)P(S 1=s1,…,S5=s5 )=
n!

s1!s2!…s5!
p

s 1

1 p
s 2

2 …p
s 5

5

인데, 물론 ∑ s i = n 이고 ∑ p i = 1 이다.

이항분포는 다항분포의 특수한 경우로써, p 1 = p , p 2 = 1 - p = q , S 1 = S ,

S 2 = n - S 인 경우이다. 또한, 식 (2.1.6)의 n!/( s 1 !… s 5 !)을 조합(combination)으로 표

현하면 다음과 같다.

( )n
s 1

( )n - s 1

s 2
( )n - s 1 - s 2

s 3
( )s 4 + s 5

s 4
( )s 5

s 5

복원추출 또는 독립시행에 관해서 한가지 주의할 점이 있다. 독립시행과 관련된 모든 

것이 독립인 것은 아니다. 예를 들어, 식 (2.1.6)에서 S 1 ,… , S 5는 독립이 아닌데, 이는 어

느 후보가 많이 득표하면 다른 후보는 적게 득표하기 때문이다 (비고 : ∑
5

i = 1
S i = n ). 또한, 

S n을 n번째 성공이 발생할 때까지 시행하는 독립시행의 횟수라 하면 S 1 , S 2 , S 3 ,…

는 각각 음이항 분포를 따르는데, 이때 S 1 , S 2 , S 3 ,… 는 독립이 아니다 (비고 : 

S 1< S 2< S 3…). 이때 독립인 것은 S 1 , S 2 - S 1 , S 3 - S 2 ,… 인데, 이들은 기하분포

를 따르는 iid 확률변수이다.
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§2.2 비복원추출 관련 분포

2.2.1 초기하( hypergeometric) 분포

<사례 1.3>에서 ꡒ비복원추출ꡒ의 경우 S = ∑
n

i = 1
Y i의 분포를 초기하분포라 한다. 식 

(1.6.2)를 일반적으로 표현하면

(2.2.1)P(S=s)=( )m
s ( )N-m

n-s /( )N
n

인데, s = 1 ,m = 4 ,n = 3 을 대입하면 식 (1.6.2)를 얻는다. 단, 0≤s≤m 이고 

0≤n - s≤N - m 이므로, 이로부터 다음을 얻는다. 

max[0,n- (N -m)]≤s≤ min (n,m)

이항분포와 초기하분포의 차이점은 물론 복원추출과 비복원추출이다. 그리고, 공통점은 

표본추출계획에서 n을 상수(또는 제어 모수)로 취급함에 따라서, 성공횟수인 S = ∑
n

i = 1
Y i

는 확률변수가 된다는 점인데, 이를 Tpye Ⅰ계획이라 하자. 반면에, 음이항분포에서와 같이 

성공횟수를 상수로 취급하면 총 시행횟수가 확률변수가 되는데 이를 Type Ⅱ 계획이라 하

자. 그러니까 이항분포와 음이항분포의 공통점은 복원추출이고 차이점은 Type Ⅰ, Type Ⅱ 

계획이다. 
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2.2.2 음초기하( negative hypergeometric)분포

Type Ⅱ 계획하에 비복원추출하면 총 시행횟수는 음초기하분포를 따른다. 따라서, 초

기하분포와 음초기하분포의 공통점은 비복원추출이고 차이점은 Type Ⅰ, Type Ⅱ 계획이

다. 

음초기하분포는 이미 식 (2.1.5)로 등장했다. 자루 속에 탁구공이 n개 들어 있는데, j

개는 흰색이고 n - j개는 노란색이라고 하자. 탁구공을 임의로 하나씩 자루에서 꺼내되, 꺼

낸 공은 자루에 다시 넣지 않는다. 이때, 흰공을 i개 꺼낼때까지 총 m개를 꺼내야 될 확률

이 식 (2.1.5)이다(문헌[6] 참조). 

2.2.3 다변량( multivariate) 초기하분포

복원추출의 경우에 이항분포를 다항분포로 확장하듯이 비복원추출의 경우에는 초기하

분포를 다변량 초기하분포로 확장한다. <사례 1.1>의 모집단에서 비복원추출하는 경우 후보

별 득표수는 다변량 초기하분포를 따른다. 후보 i의 실제 득표수를 N i라 하자. 그리고, 투

표함에서 임의로 비복원추출한 n장의 투표지 중에서 후보 i가 득표한 수를 S i 라 하자. 

그러면

(2.2.2)P(S1=s1,…,S5=s5 )=( )N1

s1
( )N2

s2

…( )N5

s5
/( )N

n

인데 ( N은 모집단의 크기), 물론 0≤ s i≤ N i 이고 ∑ s i = n ,  ∑ N i = N 이다. 

식 (2.2.2)에서, ( )N
n

은 N개에서 n개를 뽑는 경우의 수이고, ( )N 1

s 1

… ( )N 5

s 5

는 N개

에서 n개를 뽑되 N 1 ,… , N 5개에서 각각 s 1 ,… s 5개씩 뽑는 경우의 수이다 (문헌[1] 

참조).

다변량 분포의 의미는 다음과 같다. 첫째, 식 (2.1.6)과 (2.2.2)는 모두 S 1 ,… S 5의 결

합분포이다. 둘째로, 식 (2.1.6)에서는 S i 의 (marginal : 주변) 분포가 이항분포이고 식 

(2.2.2)에서는 S i 의 분포가 초기하분포이다. (비고 : 다항분포를 다변량 이항분포라 부를 

수도 있음.) 즉, 식 (2.1.6)으로부터는 P ( S i= s i ) = ( )n
s i

p
s i

i ( 1 -p i)
n - s i을 얻고, 식 

(2.2.2)로부터는 P ( S i= s i ) = ( )N i

s i
( )N - N i

n - s i
/ ( )N

n
을 얻을 수 있다( i = 1,… ,5 ). (비고 : 
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조건부 분포 P ( S i= s i∣ S j= s j )  역시 각각 이항분포와 초기하분포를 따름.)
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§2.3 포아송( Poisson) 분포

이항분포에서 시행횟수 n은 점점 증가시키고 성공확률 p는 점점 감소시키되, 곱 np

를 일정한 값으로 유지시키면 포아송 분포를 얻는다. 편의상, dt 시간마다 한번씩 시행하여 

t 시간동안 총 n = t/dt회 독립시행을 한다고 하자. 그리고, p = λdt= λt/n 이라 하자. (비고 

: np = λt .) 그러면, t시간 동안 (또는, n회 시행 중에) 발생하는 성공 휫수인 S(t)의 분포

는 다음과 같다 (문헌[9] 참조).

(2.3.1)
P[S(t)=s] = lim

n→∞
( )n
s

p s q n-s= lim
n→∞

( )n
s

(
λt
n

)
s

(1-
λt
n

)
n-s

= (λt) s e -λt/s! , s=0,1,2,…

포아송 분포는 연속(continuous) 시간축 상에서 임의로 (또는, random하게) 발생하는 

이산(discrete) 사건을 묘사할 때 활용된다. 예를 들면, 안전사고의 발생, 전자부품의 고장, 

고객의 도착 등이 있다. 그러나, t는 반드시 시간일 필요는 없으며, 심지어 1차원일 필요도 

없다. 예를 들어, S(t)는 면적이 t인 지역에 서식하는 어떤 식물의 수일 수도 있고, 체적이 

t인 유리잔에 있는 기포의 수일 수도 있다. 

포아송 분포의 또 다른 역할은 이산분포를 연속분포로 연결해 주는 징검다리의 역할이

다. 
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§2.4 포아송 과정 관련 연속분포

2.4.1 포아송 과정

dt 시간마다 성공이 한번 발생할 수도 있고 아니할 수도 있는데, 발생할 확률은 λdt

이고 아니할 확률은 1-λdt라 하자. 그리고, 어느 dt 구간에서의 성공 발생 여부는 다른 

dt 구간에서의 발생 여부와 무관하다 (즉, 독립이다).

이런 식으로 연속 시간축 상의 이산 시점들에서 성공이 발생하는 확률과정(stochastic 

process)을 포아송 과정(Poisson process)이라 한다. 물론 t시간 동안 발생하는 성공 횟수인 

S(t)는 포아송 분포를 따른다. 

2.4.2 지수( exponential) 분포

기하분포는 첫 성공이 발생할 때까지의 독립시행 횟수의 분포인 반면에, 지수분포는 

첫 성공이 발생할 때까지 걸리는 시간 T의 분포이다. 처음으로 등장하는 연속분포인 지수

분포는 다음과 같이 포아송 분포를 이용해서 구할 수 있다. 

P(t<T< t+dt)=P[t시간 동안 0번 성공, ( t,t+dt)에서는 성공]인데, ( t,t+ dt)에서의 성

공 발생여부는 이전의 t시간 동안의 결과와 독립이므로

P(t<T<t+dt) =P(t시간 동안  0번 성공)⋅P[ (t,t+dt)에서 성공]

=P[S(t)=0]⋅λdt

(2.4.1)=λ e -λtdt , t≥0               

를 얻는다. 그리고, 식 (2.4.1)의 좌변을 dt로 나눈 것을 T 의 (확률)밀도함수(density 

function)라 하고 fT(t) 로 표기하는데, 관행상 다음과 같이 모든 t 에 대해서 정의한다.

(2.4.2)f T (t)={λ e -λt , if t≥0

0 , if t<0

2.4.3 Erlang 분포

음이항분포는 n번째 성공이 발생될 때까지의 독립시행 횟수의 분포인 반면에, 
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Erlang 분포는 n번째 성공이 발생할 때까지 걸리는 시간 Y = ∑
n

i = 1
T i의 분포이다. (비고 

: T 1 ,… , T n 은 iid 지수 확률변수임.) Y 의 밀도함수를 구하는 방법은 ( T의 밀도함수를 

구할 때와 동일한데) 다음과 같다. 

P(t< Y< t+dt) = P[t시간 동안  n-1번 성공 , ( t,t+dt)에서 성공 )]

= P[S(t)= n-1]⋅λdt =
(λ t) n - 1 e - λ t

(n-1)!
⋅λdt

(2.4.3)f Y (t)={
(λt) n-1 e -λt

(n-1)!
⋅λ , if t≥0

0 , if t<0

2.4.4 감마( gamma) 분포

Erlang 분포에서 n은 자연수인데, 이를 양의 실수로 간주하면 감마분포가 된다. 단, 

식 (2.4.3)의 ( n - 1 )!은 감마함수 ꡒ Γ (n ) = ⌠
⌡

∞

0
e x x n - 1 dxꡒ로 대체해야 되는데, Γ(n)의 

주요 속성은 Γ(n ) = ( n - 1)Γ ( n - 1 )이다.

2.4.5 연속 Uniform 분포

n회의 독립시행 중에서 단 한번 성공이 발생했다는 조건 하에, 성공이 발생한 시행이 

i번째의 시행일 확률은 모든 i에 대해서 (단, i = 1 ,… ,n ) 1/n로 동일한데, 이를 (이산) 

Uniform 분포라 했다. 이와 같이, (0,s) 동안에 단 한번 성공이 발생했다는 조건 하에, 성

공이 (t,t+ dt)에서 발생했을 확률은 모든 (t,t+ dt)에 대해서 (단, 0<t<s) dt/s로 동일한

데, 이를 연속 Uniform 분포라 한다.

이를 정식으로 유도하되 다음과 같이 확장한다.

 P[n1번째 성공이 (t,t+dt)에서 발생∣ (0,s)에서 n 1+ n 2-1번 성공]

 = P[ (0,t)에서  n 1-1번  성공 , ( t,t+ dt)에서  성공 , ( t,s)에서  n 2-1번  성공]

(2.4.4)/P[ (0,s)에서 n 1+ n 2-1번 성공]

인데, 이는 조건부 확률의 정의를 이용한 결과이다. 이후의 과정은 음초기하분포인 식 
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(2.1.5)를 유도할 때와 유사한데, 차이점은 이항분포 대신에 포아송 분포를 활용한다는 점이

다. 물론, 독립시행이므로 식 (2.4.4)의 분자는 세 가지 확률의 곱인 

P[S(t)= n 1-1]⋅λdt⋅P[S(s- t)= n 2-1]이고, 분모는 P[S(s)= n 1 + n 2 -1]이다. 

식 (2.3.1)을 대입하여 간단히 하면 

(2.4.5)
( n 1+ n 2-1)!

( n 1-1)!( n 2-1)!
(

t
s

)
n 1-1

dt
s

(1-
t
s

)
n 2-1

 , 0<t<s

를 얻는데, n 1 = n 2= 1 인 경우가 연속 Uniform 분포이다.

2.4.6 베타( beta) 분포

Erlang 분포에서 자연수 n을 양의 실수로 간주하면 감마분포가 되듯이, 식 (2.4.5)에

서 자연수 n 1 , n 2를 양의 실수로 간주하면 베타분포가 된다. 단, ( n 1 + n 2- 1)! ,

( n 1 - 1 )! , ( n 2 - 1 )!은 각각 Γ( n 1 + n 2 ), Γ( n 1 ), Γ( n 2 )로 대체해야 된다. 특히, s = 1인 

경우를 표준(standard) 베타분포라 하는데, 이의 밀도함수는 다음과 같다.

(2.4.6)f(t)= t
n 1-1

(1-t)
n 2-1

/B( n 1, n 2)

식 (2.4.6)에서 B ( n 1 , n 2 )= Γ( n 1 )Γ ( n 2 )/Γ ( n 1 + n 2 )= ⌠
⌡

1

0
t

n 1 - 1
(1- t)

n 2 - 1
dt를 베

타함수라 한다. 
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§2.5 정규( normal) 분포

<그림 2.1>은 n = 10 , p = 1/2인 이항분포의 그래프이다. 굵은 선은 확률인데, 예를 

들어 P(S=5)=( )10
5

/ 2 10= 252/1024≈0.2461이다. 반면에, 점선은 포락선(envelope)인데, 

확률이 기둥이라면 포락선은 지붕과 같다. 

n→∞ 이면 포락선은 곡선이 되는데, 이것이 바로 정규분포의 밀도함수이다. 이 사실

은 18세기 초에 De Moivre가 밝혔는데, 19세기 초에 Laplace는 p≠1/2 이더라도 이 사실이 

여전히 성립함을 보였다. 또한, 이 사실은 20세기 초에 중심극한정리(central limit theorem)

로 확장되는데, 그 요지는 다음과 같다. 이항 확률변수 S = ∑
n

i = 1
Y i에서 Y 1 ,… , Y n 은 

Bernoulli 분포를 따르는 iid 확률변수이다. 그런데, 중심극한정리에 의하면, Y 1 ,… , Y n

가 iid 확률변수이기만 하면 그 분포가 무엇이든지 불문하고 이 사실이 성립한다는 것이다. 

구체적으로, Y 1 ,… , Y n 이 iid “이산” 확률변수이면 S = ∑
n

i = 1
Y i의 분포의 “포락선”이 n

이 커짐에 따라 정규분포(의 밀도함수)에 가까워지고, Y 1 ,… , Y n 이 iid “연속” 확률변수

이면 S = ∑
n

i = 1
Y i의 “밀도함수”가 n이 커짐에따라 정규분포(의 밀도함수)에 가까워진다.

정규분포(의 밀도함수)는 다음과 같다.

(2.5.1)f s (s)=
1

σ 2π
e

-
1
2

(
s-μ
σ

)
2

, -∞<s<∞

<그림 2.1> P(S=s)= ( )10
s

(
1
2

)
s

(
1
2

)
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)
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정규(분포를 따르는) 확률변수를 S라 하면, 식 (2.5.1)에서 μ = E ( S )이고 σ 2 = V (S)이다. 

즉, μ 는 S의 기대치이고 σ 2은 S의 분산이다. (따라서, σ는 S의 표준편차인데, f s (s)

의 그래프에서 변곡점의 위치가 바로 μ±σ이다.)

정규분포 중에서 μ = 0 ,  σ = 1 인 경우를 표준(standard) 정규분포라 한다. 관행상, 표

준정규 확률변수는 Z로 표기하는데, Z의 밀도함수는 다음과 같다.

(2.5.2)f Z (z)=
1
2π

e
-

1
2

z 2

, -∞<z<∞

<비고 2.5.1> 식 (2.5.1)이 S의 밀도함수이면 식 (2.5.2)는 Z = ( S - μ )/σ 의 밀도함수임 (§

2.9.1 참조).
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§2.6 정규분포 관련 분포

2.6.1 카이제곱( chi-squared) 분포

Z 1 , Z 2 ,… 가 표준정규분포를 따르는 iid 확률변수일 때, C d = ∑
d

i = 1
Z 2

i 는 카이제

곱분포를 따르는데, 이때 자유도(degree of freedom)는 d이다 (§2.15.4 참조).

C d의 밀도함수는 감마분포의 특수한 경우인데, 식 (2.4.3)에 λ = 1/2,  n =d/2를 대

입하여 다음과 같이 얻는다.

(2.5.3)
f(t)={

(t/2)
d
2

-1

e -t/2

Γ(d/2)
1
2

,t≥0

  0 ,t<0

2.6.2 F  분포

Cd1
과 Cd2

가 카이제곱분포를 따르고 서로 독립이며 자유도는 각각 d 1과 d 2일 때, 

(2.5.4)F d 1, d 2
=

C d 1
/ d 1

C d 2
/ d 2

는 F 분포를 따른다. 이때, d 1을 분자 자유도라 하고 d 2는 분모 자유도라 한다. (밀도함

수는 복잡해서 생략함.)
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2.6.3 t 분포

Z와 C d는 각각 표준정규분포와 (자유도가 d인) 카이제곱분포를 따르며 서로 독립

일 때,

(2.5.5)T d=
Z

C d/d

의 분포를 (자유도가 d인) t 분포라 하는데, 밀도함수는 다음과 같다 (유도과정은 §2.11.4 

참조).

(2.5.6)f(t)=
Γ[ (d+1)/2]

πdΓ(d/2) (1+
t2

d )
-

1
2

(d+1)

 ,  -∞<t<∞

t 분포는 사실상 F  분포의 특수한 경우라 할 수 있는데, 그 관계는 다음과 같다. 식 

(2.5.5)를 제곱하면 T 2
d = Z 2 /( C d /d )인데, Z 2은 자유도가 1인 카이제곱분포를 따르므

로

(2.5.7)T 2
d=

C 1/1

C d/d
= F 1,d

이다. 즉, T 2
d 은 분자 자유도가 1이고 분모자유도가 d 인 F 분포를 따른다.

<비고 2.6.1>  식 (2.5.5)에서 d→∞이면 T d의 분포가 Z의 분포와 같아진다.
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§2.7 연속분포의 특징

2.7.1 연속 모분포

지금까지 등장한 이산분포 중에서 §2.1의 복원추출 관련 분포와 §2.3의 포아송 분포

는 모두 독립시행과 관련이 있다. 그러나 이산분포 중에는 §2.2의 비복원추출 관련 분포같

이 독립시행과 관련이 없는 분포도 있다. 그런데, 지금까지 등장한 연속분포는 모두 (직접 

또는 간접적으로) 독립시행과 관련이 있다. 

사실, 연속분포가 등장하면서부터는 아예 복원과 비복원을 거론하지 않았다. 통계학에

서 모분포로 가장 많이 쓰이는 분포는 정규분포이다. 그런데, 모분포가 정규분포같은 연속분

포이면 복원과 비복원의 차이는 아예 없어진다. 이는, 단순히 모집단의 크기를 N→∞ 이라 

가정하는 것과는 근본적으로 다르며, 표본의 크기가 아무리 크더라도 성립한다. (비고 : 표

본의 크기가 아무리 커도 셀 수 있는 것(countable)인 반면에, 연속분포를 따르는 모집단은 

연속체(continuum)이므로 그 크기를 셀 수 없음.)

<비고 2.7.1> 모분포가 연속이면, 표본 { Y 1, … , Y n}에서 n이 아무리 크더라도 

Y 1, … , Y n 은 iid 확률변수이(고 각각 모분포를 따른)다.

2.7.2 연속분포의 표현

편의상, 지수분포를 따르는 T와 기하분포를 따르는 Y 를 예로 든다. f(t)=λ e - λ t, 

t≥0 을 T의 “밀도함수”라 했는데, 이때 밀도라는 표현은 확률을 질량(mass)에 비유한 표

현이다. 이에 따라. P ( Y = y ) = q y - 1 p ,  y = 1,2 ,… 를 Y 의 “질량함수”라 부르기로 한다. 

또한, 분포를 표현할 때, CDF(cumulative distribution function)를 사용하기도 하는데, 정의

는 F T ( t)= P (T≤ t ) , F Y (y )= P (Y≤y )이다.

<비고 2.7.2>  (확률)분포라는 표현은 포괄적인 것으로써, 이산 확률변수의 경우에는 CDF 

또는 질량함수를 그리고 연속 확률변수의 경우에는 CDF 또는 밀도함수를 지

칭하는 표현이다.

관행상, F Y (y)와 F T ( t)는 각각 모든 y와 t 에 대해서 정의한다. 따라서, 
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F Y (y)는 y<1에서는 0이다가 y = 1,2,… 에서 각각 q y - 1p만큼씩 점프(jump)하는 계단

식 함수(step function)가 된다. 반면에, F T ( t)는 t<0에서는 0이다가 t≥0에서는 연속적

으로 증가한다. 구체적으로, F T ( t)= P (T≤t ) = 1 - P (T > t)인데, t≥0이면 P(T>t)

= P(t시간 동안 0번 성공 ) = P[S( t) = 0] = e - λ t이므로 

F T (t)={ 1- e -λt ,t≥0

0 ,t<0

이다.

수학적인 정의에 따르면, CDF가 불연속인 Y 는 이산 확률변수이고, CDF가 연속인 T

는 연속 확률변수이다. 그리고, 연속 확률변수의 CDF의 미분(또는, 중가율)을 밀도함수로 

정의한다. 즉, f( t) =
d
dt

F T (t)이다. CDF는 확률이지만 CDF의 증가율인 밀도함수는 확률

이 아니다. 그러나 d F T (t)= f( t)d t  는 확률인데, 이미 이를 P(t<T<T+dt)라 표현했다. 

즉, 

d F T (t)=dP(T≤t)=P(T≤t+dt)-P(T≤t)=P(t<T≤t+dt)

이다. (비고: T 가 연속 확률변수이면 모든 t 에 대해서 P ( T = t) = 0  이므로, 

P(t<T≤t+dt) = P(t< T < t+ dt)임.)

<비고 2.7.3> 이산 확률변수인 Y 의 d F Y (y)는 다음과 같다.

d F Y (y )= P (Y = y ) = { q y - 1p ,  if  y = 1,2,3,…

0 ,  if  y≠1,2,3,…

2.7.3 혼합(mixed) 분포

이산분포와 연속분포가 혼합된 분포의 예는 다음과 같다. 전구를 갈아 끼우고 나서 스

위치를 켜면 q의 확률로 전구가 터지고, p (= 1 - q )의 확률로 불이 들어온다. 그리고, 불이 

들어오는 전구의 수명은 지수분포를 따른다고 하자.

이 전구의 수명을 T 라 하면, P(T < 0)= 0, P (T = 0 ) = q , P(T > 0)= p 이다. 그리
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고, t>0에 대해서 P(T>t∣T>0) = P[S( t) = 0] = e - λ t이다. 따라서, t>0에 대해서 

P(T>t)= P(T>0,T> t)= P(T>0)P(T>t∣T>0) = p e - λ t이다. 이를 CDF로 표현하면 다

음과 같다.

F(t)=P(T≤t)=

ꀊ

ꀖ
ꀈ
︳︳︳︳
︳︳︳︳

0        , t<0

q , t=0

q+p e -λt , t>0
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§2.8 기대치

2.8.1 기대치와 평균

시험지를 채점하고나서 점수분포를 얻으면, 제일 먼저 계산하는 것이 평균이다. 평균

(mean)은 점수분포의 특성치로써, 모든 점수를 하나의 숫자로 대표하는 값이다. 평균 다음

으로 중요한 특성치는 분산(variance)인데, 이는 점수분포가 평균을 중심으로 얼마나 퍼져 

(또는, 흩어져) 있는가를 알려준다. 

N 명의 학생을 모집단이라 하고 이들 학생을 점수에 대응시키는 함수를 확률변수 Y

라 하자. 즉, Y 는 무작위로 뽑히는 학생의 점수를 의미한다. (편의상, 종전대로 Y 의 분포

를 모분포라 한다.) 점수가 y 인 학생의 수를 ny 라 하자. 그러면, 성적이 y 인 학생이 무작

위로 뽑힐 확률은 P (Y = y ) = n y/N  인데, 이것이 Y 의 분포(또는, 모분포)이다 (§1.3 참

조).

이제, N 명의 평균점수를 다음과 같이 구한다.

(2.8.1) μ=
∑

y
y⋅ny

N
= ∑

y
y⋅P(Y=y)=E(Y)  

식 (2.8.1)에서 ∑
y
y⋅ny 는 N 명의 점수를 모두 합친 것이고, 이를 학생수 N 으로 나눈 것

이 바로 평균 μ (의 정의) 이다. 반면에, ∑
y
y⋅P(Y = y) 는 확률변수 Y 가 구현(realize)될 

수 있는 모든 y 값들에 가중치(weight)인 ( Y 가 y 로 구현될) 확률 P (Y = y ) 를 곱해서 

모두 더해 놓은 것으로써, 바로 Y 의 기대치(expected value)인 E(Y) 의 정의이다. 

2.8.2 평균과 중심

분산은 분포가 평균을 “중심”으로 얼마나 퍼져있는가를 알려준다고 했는데, 사실 평균

은 “중심”과 동일한 개념이다. Y 가 이산 확률변수이면 P (Y = y ) 는 질량함수인데, 질량중

심(center of mass)이 평균임을 다음과 같이 보일 수 있다. 

 ∑
y < μ

(μ- y )⋅P(Y = y) = μ{ 1 - ∑
y≥μ

P (Y = y)} - {μ- ∑
y≥μ

y⋅P(Y = y)}        

              = ∑
y > μ

(y- μ )⋅P(Y = y)
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이 식에서 P (Y = y ) 는 y 지점에 위치한 질점(mass point)의 질량인데, μ 보다 좌측에

( y<μ) 위치한 질점의 질량에 μ 로부터 떨어진 거리 μ - y 를 곱한 값들의 합은 μ 보다 우

측에( y>μ) 위치한 질점의 질량에 μ 로부터의 거리 y - μ 를 곱한 값들의 합과 같다.   

<비고 2.8.1> y0 의 함수 ∑
y
(y-y 0 ) 2P (Y = y) 는 y 0 = μ 일 때 최소가 되는데, 이때 최소

값인 ∑
y
(y - μ ) 2P (Y = y ) 를 분산이라고 하고 σ 2 으로 표기한다. 

2.8.3 평균과 중앙값

모든 점수를 하나의 숫자로 대표하는 값으로 평균외에 중앙값(median)이라는 것이 있

다. 중앙값을 m 이라 하면, y0 의 함수 ∑
y
|y-y0|⋅P(Y=y) 는 y 0 = m 일 때 최소가 된다 

(<비고 2.8.1> 참조). 

편의상, N 개의 점수를 y1<y2<⋯<y N-1<yN 이라 하자. (비고: P ( Y = y i) = 1/N , 

i = 1 ,⋯ ,N . ) 그러면, μ 는 yi 들로부터의 거리를 제곱한 값의 합이 최소가 되는 값이고, 

m 은  yi 들로부터의 (절대값) 거리의 합이 최소가 되는 값이다. 그리고, m 의 값은 N 이 

홀수이면 y (N+1)/2 이지만,  N 이 짝수인 경우에는 y N/2 와 y (N/2)+1 의 (사이에 있는 아무 

값이라도 상관없지만 관례상) 평균으로 정의한다.

2.8.4 Y 의 함수의 기대치 

Y 가 이산 확률변수이면 Y 의 함수 X = g ( Y ) 도 이산 확률변수이다.  그런데, X 의 

기대치 E (X ) = ∑
x
x⋅P (X = x ) 는 E[g(Y)]= ∑

y
g(y)⋅P(Y = y) 로 구할 수도 있다 (증명 

생략). 예를 들면, E (Y 2) = ∑
y
y 2⋅P(Y = y) 이고, E [ (Y - μ ) 2] = ∑

y
(y - μ) 2⋅P (Y = y )

이다. 

E[ (Y -μ) 2] 을 V(Y) 로 표기하는데, 이는 바로 분산인 σ 2 이다. (<비고 2.8.1> 참

조). 즉, 

(2.8.2)V(Y)=E[ (Y-μ)2]=∑
y
(y-μ)2P(Y=y)=σ2  
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 이다. V(Y) 를 계산할 때 편리한 공식은 다음과 같다 (증명 생략).

(2.8.3)V(Y)=E(Y2)-{E(Y)}2  

<비고 2.8.2> 식 (2.8.3)을 ꡒ E (Y 2 ) = σ 2 + μ 2 ꡒ으로 표현하면, ꡒ E(0으로부터의 거리의 

제곱 ) = E( μ 로부터의 거리의 제곱 )+ (0으로부터 μ 까지의 거리의 제곱 )ꡒ
으로 해석할 수 있다.

2.8.5 연속 확률변수의 기대치

Y 가 이산 확률변수이면 E[g(Y)] = ∑
y
g(y)⋅P(Y = y) 라 했다. (비고: E ( Y ) =

∑
y
y⋅P(Y = y) 는 g ( Y ) = Y 인 특수한 경우임.) 이를 CDF F ( y ) = P(Y≤y)로 표현하면

(2.8.4)E[g(Y)]=⌠
⌡

∞

-∞
g(y)dF(y)  

인데(<비고 2.7.3>참조), 이는 Y 가 연속 확률변수일 때에도 성립한다. 물론, Y 가 연속 확

률변수이면, dF(y)= f(y)dy 이므로 흔히 다음과 같이 표현한다.

E[g(Y)]= ⌠
⌡

∞

-∞
g(y)f(y)dy

<비고 2.8.3> 식(2.8.4)는 혼합분포의 경우에도 성립함 (§2.7.3 참조).

P (Y = y ) 가 y 지점에 위치한 질점의 질량이라면, f(y) 는 일차원 연속체의 y 지점에

서의 밀도이다. 그리고, 이 일차원 연속체를 아주 잘게 잘랐을 때, y 와 y+dy 사이에 위치

한 부분의 질량이 바로 dF(y)= f(y)dy 이다. 

불연속적으로 위치한 질점들의 질량대신에 연속체의 밀도로 표현을 했을 뿐이지, 평균, 

중앙값, 분산 등의 의미는 동일하다. 즉, 평균은 연속체의 질량중심이고 중앙값은 

( P ( Y = m ) = 0  이기 때문에 오히려 표현하기기가 편리한데) P(Y < m )= ⌠
⌡

m

- ∞
f(y )dy =

⌠
⌡

∞

m
f(y)dy = P(Y>m) 을 만족시키는 m 값이다. 또한, ⌠

⌡

∞

- ∞
(y-y 0 ) 2f(y)dy 를 최소가 되

게 하는 y0 값이 μ = E ( Y ) 이고, 이때 최소값은 분산이다. 즉, 
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V ( Y ) = E [ ( Y - μ ) 2] = ⌠
⌡

∞

- ∞
(y - μ ) 2 f(y )dy =σ 2

이다. 그리고, ⌠
⌡

∞

-∞
|y-y0|f(y)dy 를 최소가 되게 하는 y0 값이 중앙값 m 이다. 

2.8.6  0-1 확률변수의 기대치

0 또는 1의 값을 가지는 확률변수를 Bernoulli 확률변수라 불렀다 (§2.1.1 참조). 

Bernoulli 분포 P ( Y = 1 )= p ,  P ( Y = 0 )= q  ( = 1 - p ) 의 특징은 다음과 같다.

(2.8.5)E(Y)=∑
y
y⋅P(Y=y)=1⋅p+0⋅q=p   

즉, Y 의 기대치는 P (Y = 1 ) 과 같다.

<비고 2.8.4> 식 (2.8.5)는 확률을 기대치에 연결해 주는 역할을 한다. 사실, 확률변수를 적

절히 정의하기만 하면 모든 확률을 기대치로 해석할 수 있다.

그런데, E (Y) 뿐만 아니라 E(Y 2) 역시 P (Y = 1 ) 이다. 즉, E ( Y 2) =

∑
y

y 2⋅P(Y = y) = 12⋅p+02⋅q=p 이다. 따라서, 식 (2.8.3)에 의해서 분산을 다음과 같이 

얻는다. 

(2.8.6)V(Y)=E(Y2)-E(Y)2=p-p2=pq

2.8.7 이항분포의 평균과 분산

식 (2.8.4) 하나로 모든 기대치를 구할 수 있다. §2.1.2 의 이항분포의 경우 dF(s)=  

( )n 
s 

p sq n - s, s =0,1,⋯ ,n , ( dF(s)= 0 if  s≠0,1,⋯ ,n  )을 식 (2.8.4)에 대입하면 

               E(S)= ∑
n

s= 0
s ( )n 

s 
p sq n - s

V(S)=E[{S-E(S)} 2]= ∑
n

s= 0
{s-E(S)} 2⋅ ( )n 

s 
p sq n - s

가 된다. 그런데, E(S) 와 V(S) 를 계산하는 과정은 복잡하(거니와 약간의 트릭(trick)을 

요하기도 한)다. 
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그러나, S = ∑
n

i = 1
Y i 의 관계를 이용하면 E(S) 와 V(S) 의 계산이 쉬어진다. (비고: 

Y 1,⋯ ,Y n 은 Bernoulli 분포를 따르는 iid 확률변수임.) Y 1,⋯ ,Y n 이 iid 확률변수이면 

(2.8.8)E( ∑
n

i=1
Yi)= ∑

n

i=1
E(Yi)=nE(Y)   

(2.8.9)V( ∑
n

i=1
Yi)= ∑

n

i=1
V(Yi)=nV(Y)  

가 성립하는데 (§2.12.6 참조), 식 (2.8.5)와 (2.8.6)을 대입하면 E(S) = np 와 V(S)= npq

를 얻는다. 

<비고 2.8.5> Y 1,⋯ ,Y n 이 연속 확률변수일 때도 식 (2.8.8)과 (2.8.9) 는 성립함.

<비고 2.8.6> 식 (2.8.8)은 Y 1,⋯ ,Y n 이 독립이 아니더라도 (동일하기만 하면) 성립함.

2.8.8 이산분포의 평균과 분산

§2.8.6에서 구한 Bernoulli 분포의 평균과 분산은 E ( Y ) = p , V (Y ) = p q 인데, 이로

부터 §2.8.7에서 이항분포의 평균 E ( S ) = nE ( Y ) = np 와 V (S ) = nV ( Y ) = npq 를 얻었

다. 

이와 같이, 기하분포의 평균과 분산 E (Y ) = 1/ p 와 V(Y) = q/ p 2 로부터 (§2.12.2 참

조), 음이항분포의 평균 E ( S ) = nE ( Y ) = n/p 와 분산 V ( S ) = nV ( Y )= nq/p2 을 얻는다. 

포아송 분포는 이항분포로부터 얻었으므로, 포아송 분포의 평균과 분산도 이항분포의 

평균 np 와 분산 npq 로부터 얻을 수 있다. np = λ t 를 대입하면 각각 λt 와 λtq 인데 

q = lim
n→ ∞

(1-
λt
n

) = 1 이므로 평균과 분산이 모두 λt 가 된다.

<비고 2.8.7> 포아송 확률변수 S(t) 의 특징은 E[S(t)]=V[S(t)]=λ t 임. 따라서, λ 는 단

위시간당 발생하는 성공횟수의 기대치인 동시에 분산임.

<비고 2.8.8> WMS (문헌 [9])를 포함한 일부 통계학 교재에서는 포아송 분포에서 t = 1 인 

경우만 취급하고 있음.
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비복원추출 관련 분포의 평균과 분산은 복잡하므로 (문헌 [7] 참조), 대표로 초기하분

포의 평균과 분산만 제시한다. (유도과정은 문헌 [9] 참조.)

(2.8.8)E(S)=n⋅ m
N

 

(2.8.9)V(S)=n⋅ m
N

(1-
m
N

)
N-n
N-1

 

식 (2.8.8)의 형태는 복원추출 관련 분포인 이항분포의 평균 np 의 형태이다. (비고: <사례

1.3>에서 m/N 은 임의로 잡은 동물이 꼬리표를 달고 있을 확률임.) 반면에, 식 (2.8.9)는 이

항분포의 분산 npq 와 약간 다른 형태이다. 차이점은 (N - n)/(N - 1 ) 인데, 이는 바로 비

복원추출에 따른 종속성에 기인한 것이다. 그러나, 비복원추출이더라도 N ≫n 이면 

(N - n)/(N - 1)≈1 이 되어 차이를 무시할 수 있게 된다 (§1.2, §1.4 참조). 

2.8.9 연속분포의 평균과 분산

지수분포의 평균과 분산은 E(T ) = λ - 1 과 V (T ) = λ - 2 이다 (§2.12.3 참조).

<비고 2.8.9> 지수 확률변수 T 의 특징은 E(T ) = SD (T ) = λ - 1 이다. 즉, 기대치와 표준편

차(standard deviation)가 같다.

음이항분포의 평균과 분산이 각각 기하분포의 평균과 분산의 n 배씩이듯이, Erlang 분

포의 평균과 분산은 각각 지수분포의 평균과 분산의 n 배씩이다. 즉, E (Y ) = n/λ 이고 

V(Y) = n/λ 2 이다. 그런데, 자연수 n 을 양의 실수로 간주하여 Erlang 분포를 감마분포로 

확장하더라도 평균과 분산은 여전히 동일한 형태이다. 예를 들어, 카이제곱분포는 감마분포

의 특수한 경우로써 λ = 1/2, n = d/2 인 경우인데, 이를 대입하면 E(C d) = n/λ

= (d/2)/(1/2 ) = d 와 V (C d) = n/λ 2 = (d/2)/(1/2)2=2d 를 얻는다.

<비고 2.8.10> 카이제곱 확률변수 C d 의 특징은 E (C d) = d 와 V(C d)= 2d 이다. 즉, 기대

치는 자유도와 같고, 분산은 자유도의 2배이다. 
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표준 베타분포인 식 (2.4.6)의 평균은 n 1/(n 1+ n 2) 이고 분산은 

n1n2/{ (n1+n2)
2(n 1+n2-1)} 이다 (문헌 [5] 참조).

 정규분포인 식 (2.5.1)은 이미 평균 μ 와 분산 σ 2 으로 표현되어 있다. 정규분포 관

련 분포 중에서 카이제곱분포는 감마분포의 특수한 경우로 다루었으므로, 이제 남은 것은 

F 분포와 t 분포이다. F 분포의 평균은 d 2/(d 2 -2) 이다 ( d2≥3). 즉, 분모 자유도인 d2

만의 함수인데, d2→∞ 이면 1 에 수렴한다. F 분포의 분산은 복잡해서 생략한다 (문헌 [9]

참조). t 분포인 식 (2.5.6)은 표준정규분포인 식 (2.5.2)같이 0을 중심으로 좌우 대칭이다. 따

라서, 평균과 중앙값이 모두 0이다. (단, 자유도가 d≥2 인 경우에만 평균이 정의됨.) t 분포

의 분산은 F 분포의 평균과 같은 형태로써 d/(d - 2) 인데 ( d≥3), 그 이유는 다음과 같다. 

평균이 0 이면 식 (2.8.3)에 의해서 V(T d) = E ( T 2
d ) 인데, 식 (2.5.7)에 의해서 

E(T 2
d)= E(F 1d) 이므로 V(T d) = E (F 1d) = d/ ( d - 2 ) 이다. 

§2.9 g ( Y ) 의 분포

2.9.1 aY + b 의 분포 

§2.5의 <그림 2.1>은 이항분포 P(S = s) = ( )10 
s 

/2 10 의 그래프인데, 이로부터 S 의 

선형(linear)함수인 X =2S+ 10 의 분포를 구해보자. 예를 들면, P ( X = 20 )=

P(2S+ 10= 20)= P ( S = 5 ) = ( )10 
5 

/210 ≈ 0.2461 이다. 일반적으로, P ( X = x )=

P(2S+ 10 = x)= P[S=(x-10)/2] 이므로 편의상 x=2s+10 이라 하면 P ( X = x )

= P ( S = s ) 이다. 그렇지만, s = 0,1,2,⋯ ,10 일 때에 한해서 P(S = s) = ( )10 
s 

/2 10 이고, 

s≠0,1,2,⋯,10 이면 P(S = s)= 0 이다. 따라서, x= 10,12,⋯,30 일 때에 한해서 

P ( X = x ) = ( )10 
(x-10)/2 

/2 10 이고, x≠10,12,⋯,30 이면 P ( X = x )= 0 이다. 

P (X = x ) 의 그래프는 P(S = s) 의 그래프를 수평방향으로 2배로 확대한 다음에 10만

큼 수평이동시킨 것이다. 그러나 수직방향으로는 변화가 없다. 즉, P (X = x ) 의 크기는 여
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전히 P(S = s) 의 크기와 동일하다 (단, x=2s+10 ). (비고: 1= ∑
x
P (X = x )

= ∑
s
P (S = s ) .) 따라서, 분포의 평균도 수평방향으로 2배로 확대되고 나서 10만큼 수평이

동된다. 즉, E(X)= E(2S+ 10) = 2E(S)+ 10 = 2⋅5+10= 20 이다. 반면에, 평균을 중심

으로 분포가 퍼진 정도는 2배로 증가한다. 즉, SD ( X ) = SD(2S+10)= SD(2S)=

2⋅SD(S) 이다. 따라서, V ( X ) = V(2S+10)= V(2S)= 22⋅V(S) 가 된다. 

<비고 2.9.1> 분포의 수평이동은 표준편차와 분산에 영향을 미치지 않는다.

이제, 연속분포인 정규분포를 예로 든다. 식 (2.5.2)는 표준정규 확률변수 Z 의 밀도함

수인데, 이로부터 Z 의 선형함수인 S = σ Z + μ 의 밀도함수를 구해보자.

                   P(s<S<s+ds) = P(s<σZ+μ<s+ds)

           = P(
s- μ
σ

< Z<
s+ ds- μ

σ
)

인데, 편의상 s = σz+ μ 라 하면 (비고: ds = σdz ), fS(s)ds=P(s<S<s+ds)

= P(z< Z< z+ dz) = f Z(z)dz 를 얻는다. 따라서, fS(s)= fZ(z)dz/ds 인데, 

f Z(z)= e - z 2 /2/ 2π 에 z = ( s - μ )/σ 를 대입하면 e - { (s-μ)/σ  } 2

/ 2π 가 되고 dz/ds = 1/σ

이므로 fS(s) 는 식 (2.5.1)과 일치한다. 

fS(s) 의 그래프는 fZ(z) 의 그래프를 수평방향으로 σ 배로 확대한 다음 μ 만큼 수

평이동한 것이다. 그런데, 수직방향으로는 (이산분포에서는 변화가 없었지만) 1 /σ 배로 축

소된다. 즉, f S (s ) = f Z (z ) /σ 이다 (단, s = σz + μ ). 이는 1차원 연속체를 수평방향으로 σ

배로 늘림으로 인해서 밀도가 1 /σ 배로 줄어든 것이다. (비고: 1= ⌠
⌡

∞

- ∞
f S(s)ds

= ⌠
⌡

∞

- ∞
f Z ( z ) dz .) 물론, 평균의 위치는 0 에서 μ 로 이동하고, 표준편차는 1에서 σ 로 늘어

난다.) 

일반적으로, 확률변수 Y 의 선형함수인 X =aY + b 의 기대치는 E ( X ) = aE(Y)+ b

이고 분산은 V ( X ) = a 2V(Y) 이다. 그리고, 표준편차는 SD ( X ) = |a|⋅SD(Y) 인데, a 의 

절대값을 사용하는 이유는 표준편차의 정의상 비음(non-negative)이기 때문이다. (비고: X

의 분포와 - X 의 분포의 표준편차는 동일함.) 또한, x =ay+ b 라 할 때, Y 가 이산 확률
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변수이면 P ( X = x )= P (Y = y ) 이지만, Y 가 연속확률변수이면 f X (x ) = fY(y)/|a| 인데, a

의 절대값을 사용하는 이유는 밀도함수가 비음이기 때문이다. 

2.9.2 g(Y) 의 분포

확률변수 Y 의 분포로부터 Y 의 함수인 X =g ( Y ) 의 분포를 얻는 방법은 다음과 같

다. 먼저, 함수 g(⋅) 가 1:1 함수인 경우를 다룬다. 편의상 x=g(y) 라 하면, Y 가 이산 확

률변수인 경우에는

(2.9.1) P(X=x)=P[g(Y)=g(y)]=P(Y=y)  

이고, Y 가 연속 확률변수인 경우에는

(2.9.2) fX(x)=fY(y)⋅|
dy
dx

|   

이다. 단, 우변도 좌변과 같이 x 로 표현하려면 y = g - 1 (x) 를 대입하면 된다 (§2.9.3, §

2.9.4 참조). (비고: 1:1 함수인 g(⋅) 가 증가함수이면 (dy/dx)>0 이고, 감소함수이면 

(dy/dx)<0 임.)

다음, 함수 g(⋅) 가 1:1이 아닌 경우에는 식 (2.9.1)과 (2.9.2)같은 일반적인 관계식을 

만들 수 없으므로 문제 별로 다루어야 되는데, 이때 질량함수와 CDF를 사용하면 편리하다. 

예를 들어, Y 가 이산 확률변수인 경우에 X = g ( Y ) = Y 2 이면, x≥0 에 대해서 P (X = x )

= P ( Y 2= x ) = P ( Y= ± x ) = P ( Y=+ x ) + P ( Y =- x ) 이다. 또한, Y 가 연속 확률변

수인 경우에 X = g ( Y ) = Y 2 이면, x≥0 에 대해서 F X(x) = P (X≤x ) = P(Y 2≤x)

= P (- x ≤Y≤ x ) = P (Y ≤ x )- P (Y <- x ) = F Y ( x ) - F Y (- x ) 이다 (비고: 

P (Y <- x ) = P (Y≤ - x )  ). 그리고, 양변을 x 에 대해서 미분하면 X 의 밀도함수를 얻

는다. 즉, 

(2.9.3) fX(x)={fY( x )+fY(- x )}/2 x  

 이다. 예를 들어, Y 가 표준정규분포를 따르면 식 (2.5.2)에 의해서 f Y( x ) = f Y(- x )

= e
-

1
2

x
/ 2π 이므로 fX(x) = e

-
1
2

x
/ 2πx 는 자유도가 1인 카이제곱 밀도함수가 된다 

(식 (2.5.3) 참조. 비고: Γ(1/2)= π .)
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2.9.3 대수 정규분포

Y 가 정규분포를 따를 때, X = g ( Y ) = e Y 의 분포를 대수 정규( lognormal )분포라 

한다. (역으로, X 가 대수 정규분포를 따르면, Y = g - 1 (X ) = ln X 는 정규분포를 따른다.) 

식 (2.9.2)에 y = g - 1(x ) = ln x , x≥0, 과 dy/dx = x - 1 을 대입하면 식 (2.5.1)에 의해서

(2.9.4) fX(x)=
1

xσ 2π
e

-
1
2

(
lnx-μ

σ
)

2

,  x≥0  

를 얻는다. (비고: f X ( x ) = 0, if x<0. )

2.9.4 Weibull 분포

Y 가 지수분포를 따를 때, X = g ( Y )= Y 1/m,  m > 0, 의 분포를 Weibull 분포라 한

다. (단, f Y(y )= λ e - λ y 인 y≥0 에 대해서만 따짐.) 식 (2.9.2)에 y = g - 1(x) = x m , x≥0,

과 dy/dx= mx m - 1 을 대입하면

(2.9.5) fX(x)=λmx m-1e -λxm

,  x≥0   

을 얻는다. (비고: f X(x ) = 0 , if x<0. )

Weibull 분포의 평균과 분산은 비교적 간단한 형태인데, 각각 E ( X ) = Γ(1+m - 1)/λ

와 V ( X ) = Γ(1+2m-1)/λ2 이다. 

<비고 2.9.2> Y 1 , Y 2 가 독립이고 Y i 가 (평균이 λ- 1
i 인) 지수분포를 따르면  

min (Y 1,Y 2)은 (평균이 (λ 1+λ2)
-1 인)지수분포를 따른다. 이러한 속성은 

Weibull 분포로 확장되는데, 단 독립인  X 1 , X 2 가 동일한  m 값을 가질 때

에 한해서 유효하다 (비고: m = 1 이면 지수분포). 
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§2.10 수명분포

기계의 수명, 즉 새 기계가 고장날 때까지의 시간을 Y 라 하자. 신뢰성 공학에서는 

Y 의 분포로 Weibull, 대수 정규분포, 감마분포 등을 사용한다. 이들의 공통점은 물론 

P(Y < 0)= 0 이다. 이 중에서 특히 Weibull 분포가 애용되는 이유는 다음과 같다. 

첫째로, 기계의 고장은 가장 취약한 부분 (또는 부품)에서 발생한다. 그런데, 부품들의 

수명이 독립이고 (동일한 m 값을 가지는) Weibull 분포를 따르면, 기계의 수명도 Weibull 

분포를 따르게 된다 (<비고 2.9.2> 참조).

둘째로, 신뢰성 공학에서는 P(Y>y) 를 신뢰도(reliability)라 하고, r ( y ) =

f(y)/P(Y>y) 를 FR(failure rate)라 하는데, Weibull 분포의 경우 이들의 형태가 간단하다. 

즉, f(y)= λmy m - 1e - λ ym

에서 (y≥0), r(y)=λm y - 1 이고 P(Y > y)= e - λ y m

이다. 

FR 의 의미는 다음과 같다.

(2.10.1) r(y)dy=P(y<Y<y+dy |Y>y)  

즉, 이미 y 시간 동안 고장나지 않고 작동중인 기계가 이후 dy 동안에 고장날 확률이 

r(y)dy 이다. 예를 들어, Weibull 분포에서 m = 1 이면 지수분포가 되는데, r(y)dy =

λmy m-1dy 에 m = 1 을 대입하면 λdy 를 얻는다 (§2.4.1 참조). 즉, 지수분포는 FR가 λ

로 일정하다. 반면에, m>1 이면 y 가 증가함에 따라 FR가 증가하고, 0<m<1 이면 y 가 

증가함에 따라 FR 가 감소한다.

수명 분포와 관련하여 간혹 FR 와 혼동이 되는 것은 절단(truncated) 분포이다. 이미 

c 시간 동안 고장나지 않고 작동중인 기계가 앞으로 언제 고장이 날 것인가를 알기 위해서

는 

(2.10.2) P(y<Y<y+dy |Y>c)= {
f(y)dy
P(Y>c)

, y≥c

0 , y<c
 

를 사용하는데, 이는 Y 의 분포에서 y<c 부분은 잘라 버리고 나서 (남은 부분의 확률 합이 

1 이 되도록) 남은 부분을 {P(Y>c)}-1 배로 확장시킨 것이다. 식 (2.10.2)도 식 (2.10.1) 같이 

조건부 확률이고 y 의 함수인데, 차이점은 식 (2.10.2)에서는 조건 “ Y>c” 가 y 와 무관한 

반면에 식 (2.10.1)에서는 조건 “ Y>y”가 y 의 함수라는 점이다. 
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§2.11 결합분포

2.11.1 결합분포의 정의

확률변수 Y 1,Y 2,⋯ ,Y n 의 결합(joint) CDF의 정의는 다음과 같다. 

F(y 1,y 2,⋯ ,y n)= P(Y 1 ≤y 1,Y 2≤y 2,⋯ ,Y n≤y n)

Y 1,⋯ ,Y n 이 이산 확률변수인 경우에는 결합 질량함수 P (Y 1 = y 1,⋯ ,Y n = y n) 을 그리고 

연속 확률변수인 경우에는 결합 밀도함수 f(y 1,⋯ ,y n) 을 사용하면 편리한데, 결합 밀도함

수의 의미는 다음과 같다.

f(y1,⋯,yn)dy1⋯dyn=P(y1<Y1<y1+dy1,⋯,yn<Yn<yn+dyn)

결합분포는 지금까지 세 번 등장했는데, 모두 이산 확률변수인 경우이다. 첫째는 우도

함수 (<비고 1.9>, §1.6 참조)이고, 둘째는 다항분포 (§2.1.6) 그리고 셋째는 다변량 초기하

분포 (§2.2.3)이다. 

2.11.2 독립 속성

결합분포와 관련된 가장 중요한 속성인 독립의 정의는

F (y 1,⋯ ,y n ) = ∏
n

i= 1
P (Y i≤y i) = ∏

n

i= 1
F Y i

(y i )

인데, 이를 (이산 경우의) 질량함수와 (연속 경우의) 밀도함수로 표현하면 다음과 같다.

(2.11.1) P(Y1=y1,⋯,Yn=yn)= ∏
n

i=1
P(Yi=yi)

(2.11.2) f(y1,⋯,yn)dy1⋯dyn= ∏
n

i=1
P(yi<Yi<yi+dyi)= ∏

n

i=1
fYi

(yi)dyi  

독립의 의미는 다음과 같다. 예를 들어 Y 1 과 Y 2 가 이산 확률변수이면 곱의 법칙에 

의해

P(Y 1 = y 1,Y 2 = y 2) = P(Y 1 = y 1)P (Y 2 = y 2|Y 1 = y 1)  

인데,  Y 1 과 Y 2 가 독립이면 P(Y 2 = y 2|Y 1 = y 1)= P(Y 2 =y 2) 이다. 즉, “ Y 1 = y 1” 이라
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고 하는 주어진 정보가 “ Y 2 = y 2” 일 확률에 아무런 영향을 미치지 못한다는 뜻이다. 

2.11.3 결합분포와 기대치

Y 1,⋯ ,Y n 의 함수를 X = g ( Y 1,⋯ ,Y n) 이라 하면 X 의 기대치 E (X ) 를 구하는 방

법은 두 가지이다. 첫째는 X 의 CDF F X(x)= P (X≤ x) 를 구한 다음 E ( X ) =

⌠
⌡

∞

- ∞
x dF X(x) 를 이용하는 방법인데, F X(x) 를 구하는 방법은 다음 절에서 다룬다. 둘째는 

Y 1,⋯ ,Y n 의 결합분포를 사용하는 방법인데, 이산 확률변수인 경우에는 

  E (X ) =E[g(Y 1,⋯ ,Y n )]=∑
y 1

⋯∑
y n

g(y 1,⋯ ,y n)P (Y 1 = y 1,⋯ ,Y n = y n)     (2.11.3)  

이고, 연속 확률변수인 경우에는 다음과 같다 (증명은 생략).

  E ( X ) = E[g(Y1,⋯ ,Y n)]= ⌠
⌡y1

⋯ ⌠
⌡yn

g(y 1,⋯ ,y n)f(y 1,⋯ ,y n)dy1⋯dyn    (2.11.4)

편의상, 이산 확률변수 Y 1,Y 2 를 고려한다. 먼저, X = g ( Y 1,Y 2 ) = g 1 (Y 1 )+ g 2(Y 2 )

인 경우에는 다음이 성립한다. 

E ( X ) = E[g1(Y1)+g2(Y2)]

      = ∑
y 1

g 1( y 1)∑
y 2

P(Y 1 = y 1,Y 2 = y 2) + ∑
y 2

g 2(y 2)∑
y 1

P(Y 1 = y 1,Y 2 = y 2)

      = ∑
y 1

g 1(y 1)P(Y 1 = y 1)+∑
y 2

g 2(y 2 )P(Y 2 =y 2)

      =E[g1(Y1)]+E[g2(Y2)]                                         (2.11.5)

<비고 2.11.1> E[g1(Y1)+g2(Y2)] =E[g1(Y1)]+E[g2(Y2)] 는 Y 1,Y 2 가 독립이 아니더

라도 성립함 (<비고 2.8.6>, <비고 2.11.2> 참조). 

다음, X = g(Y 1,Y 2) = g 1(Y 1 )⋅g 2(Y 2 ) 인 경우에는 E ( X ) = E[g1(Y1)g(Y2)]

= ∑
y 1

∑
y 2

g 1(y 1 )g 2(y 2 )P(Y 1 =y 1,Y 2 =y 2) 인데, 만약 Y 1 과 Y 2 가 독립이면 

P (Y 1 = y 1,Y 2 = y 2) = P(Y 1 = y 1)⋅P(Y 2 = y 2) 이므로 다음이 성립한다.
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E[g1(Y1)g2(Y2)] =∑
y1

g1(y1)P(Y1=y1)∑
y2

g2(y2)P(Y2=y2)

=E[g1(Y1)]⋅E[g2(Y2)]

<비고 2.11.2> Y 1 과 Y 2 가 독립이면 g1(Y1) 과 g2(Y2) 도 독립이다. 

2.11.4 g(Y 1,⋯ ,Y n ) 의 분포

Y 1,⋯ ,Y n 의 함수 X =g ( Y 1,⋯ ,Y n ) 의 CDF F X(x)= P (X≤x) 는 다음과 같이 구

한다.

F X(x)= P[ g(Y 1,⋯ ,Y n)≤x] =

ꀊ

ꀖ
ꀈ
︳︳
︳︳

∑⋯∑
g ( y 1,⋯ ,y n )≤x

P(Y 1= y 1,⋯ ,Y n= y n)

⌠
⌡⋯ ⌠

⌡

g( y 1,⋯ ,y n )≤x

f(y 1,⋯ ,y n)dy 1⋯dy n

즉, g(y1,⋯,y n)≤x 를 만족시키는 y 1,⋯ ,y n 에 대해서, 결합 질량함수를 (또는 결합 밀도

함수를) 모두 더한 (또는 적분한) 것이다.

또한, 식 (2.9.2)를 확장한 공식은 다음과 같다.

(2.11.7)f X1,⋯,Xn
(x1,⋯,xn)=f Y1,⋯,Yn

(y1,⋯,yn)⋅∣J∣

예를 들어. n = 2 인 경우, X 1 = g 1(Y 1 ,Y 2),  X 2 = g 2(Y 1 ,Y 2) 일 때 편의상 

x 1 = g 1(y 1 ,y 2), x 2 = g 2(y 1 ,y 2) 라 하면, 함수 g1(⋅) 와 g2(⋅) 에 의해서 (x1,x2) 가 

(y1,y2) 에 1:1로 대응되는 경우에 한해서 식 (2.11.7)이 유효한데, 이때 X 1,  X 2 의 결합 

밀도함수인 f X 1,X 2
(x 1 ,x 2) 와 Y 1,  Y 2 의 결합 밀도함수인 f Y 1,Y 2

(y 1 ,y 2) 의 비율인 ∣J∣
는 다음과 같다. ( J 는 Jacobian을 의미하며, x 1, x 2 의 함수임.)

(2.11.8)∣J∣=∣det

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

∂y1

∂x1

∂y1

∂x2

∂y2

∂x1

∂y2

∂x2

∣=∣ ∂y1

∂x1

∂y2

∂x2

-
∂y1

∂x2

∂y2

∂x1
∣

연습문제 삼아 t 분포인 식 (2.5.6)을 유도한다. X 1 = T d ,  Y 1 = Z  ,  Y 2 = C d 라 하

면, 식 (2.5.5)에 의해서 X 1 = g 1(Y 1 ,Y 2 ) = Y 1/ Y 2/d 이다. 또한 Z 와 C d 는 독립이므로, 
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f Y 1,Y 2
(y 1 ,y 2)= f Y 1

(y 1 )f Y 2
(y 2 ) 이다. 구하려는 것은 f X 1

(x 1) 인데, 이는 식 (2.11.7)로 

f X 1,X 2
(x 1 ,x 2) 를 얻은 다음에 f X 1

(x 1 ) = ⌠
⌡

∞

0
f X 1,X 2

(x 1 ,x 2)dx 2 로 구한다. 그러니까 부득이 

X 2 = g 2(Y 1 ,Y 2 ) 를 정의해야 되는데, 예를 들어 X 2 = Y 2 라 하면 계산이 간단하다. 즉, 

x1 = y1/ y 2/d 와 x 2 = y 2 로부터 y1= x1 x2/d 와 y 2 =x 2 를 얻으므로 식 (2.11.8)은 간

단하게 |J |=|∂y1/∂x1|=| x2/d|= x2/d 가 된다. 따라서, 식 (2.11.7)의 우변은 

f Y1
(y1)f Y2

(y2) x2/d 인데, 식 (2.5.2)에 의해서 f Y 1
(y 1 ) = e

- y2
1 /2

/ 2π 이고, 식 (2.5.3)에 

의해서 f Y 2
(y 2 ) = (y 2/2) d/2 -1 e

-y2 /2
/2Γ(d/2)이다. 마지막으로, y 1= x1 x2/d 와 y 2 =x 2

를 대입하면 식 (2.11.7)의 좌우변이 모두 x1 과 x2 로 표현된다. (비고:

-∞<x 1<∞,x2>0 .) 이를 x2 에 대해서 (0 에서 ∞ 까지) 적분하면 식 (2.5.6)을 얻는데, 적

분과정은 복잡하므로 생략한다. 

2.11.5 순서 통계량 (Order Statistics)

Y 1,⋯ ,Y n 의 함수인 Y ( n ) ≡ max (Y 1,⋯ ,Y n)과 Y ( 1) ≡ min (Y 1 ,⋯ ,Y n)의 분포를 

구하되, Y 1,⋯ ,Y n이 iid 연속 확률변수인 경우를 다룬다. 먼저, Y ( n )의 CDF는 다음과 같

다.

F ( n)(y)≡P(Y ( n)≤y)= P(Y 1≤y,⋯ ,Y n≤y)

즉, “ Y ( n)≤y ”라는 사건(event)은 “ Y 1≤y,⋯ ,Y n≤y ”라는 사건과 동일하다. 그런데, 

Y 1,⋯ ,Y n 은 서로 독립이므로 P(Y 1≤y,⋯ ,Y n≤y) = ∏
n

i = 1
P (Y i≤ y ) 이고, 또한 동일한 분

포를 따르므로 ∏
n

i= 1
P (Y i≤y) = {P(Y≤y)} n ≡F(y) n 이 된다 (<비고 1.4.1> 참조).

Y ( n )의 밀도함수는 f (n)(y)≡
d
dy

F (n)(y)= nF(y) n - 1f(y) 인데, 이에 대한 해석은 다

음과 같다.
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f ( n)(y)dy = P(y< Y (n)< y+dy)

= P[Y 1,⋯ ,Y n 중에서 하나는 (y,y+dy),  나머지는 모두 y 이하]

= ( )n 
1 
⋅f(y)dy⋅{P(Y≤y)}n - 1

이 식에서 ( )n 
1 

은 n개의 iid 확률변수 중에서 하나를 뽑는 경우의 수이고, f(y)dy는 뽑

힌 것의 값이 y와 y+dy 사이의 값을 가질 확률이며, {P(Y≤y)}n - 1 은 나머지 ( n - 1 )개

가 모두 y이하의 값을 가질 확률이다.

다음, Y ( k ) 의 밀도함수는 다음과 같이 정의한다, k = 1,⋯ ,n .

f ( k)(y)dy ≡ P[Y 1,⋯ ,Y n 중에서 k번째로 작은 것의 값이 (y,y+dy)]   

        = P[ Y 1,⋯ ,Y n 중에서  ( k - 1 )개는  y 이하 ,  나머지  중에서
    하나는  ( y,y + dy ),  남은  ( n - k )개는  모두  y보다  큼 ]   

          = ( )n 
k - 1 

{P (Y≤y)} k - 1⋅ ( )n - k + 1 
1 

f( y ) dy⋅ { P(Y > y)} n - k    

(2.11.9)=
n!

(k-1)! (n-k)!
F(y)k-1{1-F(y)}n-kf(y)dy    

식 (2.11.9)에 k = 1을 대입하면 Y (1)의 밀도함수로 f (1)(y) = n {1-F(y)} n - 1f(y) 를 

얻는다. 예를 들어, iid 확률변수 Y 1,⋯ ,Y n 이 평균이 λ - 1 인 지수분포를 따르면 

f(y)= λe- λy , F ( y ) = 1 - e - λy 이므로 f (1)(y)= n λe - n λy 를 얻는데, 이는 평균이 (nλ)- 1

인 지수분포이다 (<비고 2.9.2> 참조).

또 다른 예로, iid 확률변수 Y 1,⋯ ,Y n 이 (0,1) 구간에서 uniform 분포를 따르면 

f(y)= 1 , F (y ) = y 인데 (단, 0<y<1), 이를 식 (2.11.9)에 대입하면 표준 베타분포를 얻는

다 (비고: 식 (2.4.6)에서 n 1 = k ,  n 2 = n - k + 1 에 해당).

순서 통계량 Y ( 1 ),⋯ ,Y ( n ) 중의 일부분 또는 전체의 결합밀도함수를 구하는 방법도 

위와 동일한데, 복잡하므로 생략한다 (비고: n ! 은 항상 등장함).
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§2.12 MGF

2.12.1 MGF의 정의 

적분보다 미분이 쉽다. 기대치의 정의는 적분인데 (비고: E[g(y)] = ⌠
⌡

∞

- ∞
g(y )dF ( y ) ), 

적분 대신에 미분으로 기대치를 구하기 위해서 MGF(moment generating function)를 다음

과 같이 정의한다. 확률변수 Y 의 MGF는 E(eθY) 이다. 즉, MGF는 Y 의 함수인 eθY의 

기대치이다. E(eθY) 를 θ에 대해서 n 번 미분하면 (n = 1,2,⋯ )

dn

dθn E(eθY) =
d n

dθ n
⌠
⌡

∞

- ∞
e θydF(y) = ⌠

⌡

∞

- ∞
y ne θydF(y)

를 얻는데, 이에 θ = 0 을 대입하면 E(Y n) 이 된다. (비고: E (Y n) 을 Y 의 n th moment라 

함.)

2.12.2 기하분포의 평균과 분산

기하분포 P(Y = y) = q y - 1p ,  y = 1 ,2 ,⋯ ,를 따르는 Y 의 MGF는 

E(e θy) = ⌠
⌡

∞

- ∞
e θydF(y)= ∑

∞

y = 1
e θyq y - 1p

(2.12.1)         =peθ ∑
∞

y=1
(qeθ)y-1=peθ/(1-qeθ)  

인데, 이를 미분해서 E(Y ) = 1/p 과 E(Y 2) = (1+ q) /p 2 를 얻고 또한 V(Y) = E ( Y 2)

- E (Y ) 2 = q/p 2 를 얻는다.

2.12.3 지수분포의 평균과 분산

지수분포 f(y)= λe - λy,y≥0,을 따르는 Y 의 MGF는

 (2.12.2)E(eθy)=⌠
⌡

∞

-∞
eθyf(y)dy=⌠

⌡

∞

0
eθyλe-λydy=

λ
λ-θ

인데, 이를 미분해서 E(Y ) = 1/λ 과 E(Y 2)= 2/λ 2 를 얻고 또한 V (Y )= E (Y 2)- E (Y ) 2
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= 1/λ 2 을 얻는다 (<비고 2.8.9> 참조).

2.12.4 Convolution

Y 1,Y 2 가 독립인 확률변수일 때, Y 1 + Y 2 의 CDF를 Y 1 의 CDF와 Y 2 의 CDF의 

(협의의) convolution이라 한다. 반면에, 광의의 convolution은 Y 1 + Y 2 에 관련된 모든 것을 

의미한다. 

Convolution은 MGF로 표현하면 간단하다. Y 1 + Y 2 의 MGF는 E[e
θ(Y1+Y2)]

= E(e
θY 1 e

θY 2) 인데, 식 (2.11.6)에 의해서 E(e
θY1e

θY2) = E(e
θY 1)E(e

θY 2) 가 된다. 즉, Y 1 과 

Y 2 가 독립이면 Y 1 + Y 2 의 MGF는 Y 1 의 MGF와 Y 2 의 MGF의 곱이 된다. 

나아가서, Y 1,⋯ ,Y n 이 iid 확률변수이면 ∑
n

i = 1
Y i 의 MGF는 

(2.12.3)E(e
θ ∑

n

i=1
Yi

 )= ∏
n

i=1
E(e

θYi)={E(eθY)}n

이 된다. 예를 들어, 식 (2.12.1)로부터 음이항 확률변수의 MGF인 {peθ/(1-qeθ)}n을 얻고, 

식 (2.12.2)로부터는 Erlang 확률변수의 MGF인 {λ/(λ-θ)}n을 얻는다. 

또한, Bernoulli 확률변수 Y 의 MGF는 E(eθY) = ∑
1

y = 0
e θyP (Y = y ) = q + pe θ 이므로, 

이항 확률변수의 MGF는 (q+peθ)n이 된다. 

2.12.5 기타 MGF

이항분포로부터 포아송 분포를 얻듯이, 이항 확률변수의 MGF인 (q+peθ)n 에 

q = 1 - p ,  p = λt/n 을 대입한 {1+λt(eθ-1)/n}n에 n→∞ 를 취하면 포아송 확률변수의 

MGF로 e λt(eθ -1)을 얻는다. 

다음, Erlang 분포에서 자연수 n 을 양의 실수로 간주하면 감마 분포가 되듯이, 

Erlang 확률변수의 MGF인 {λ/(λ-θ)}n에서 n 을 양의 실수로 간주하면 감마 확률변수

의 MGF가 된다. 또한, 카이제곱 분포는 λ = 1/2 ,  n = d/2 인 감마분포이므로, 카이제곱 확

률변수의 MGF는 (1-2θ) - d/2 이다.

마지막으로, 정규 확률변수의 MGF는 e μθ+σ2θ2/2이다 (증명생략).
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2.12.6 MGF의 기타 용도

확률분포와 MGF 간에 성립하는 1:1 대응관계를 이용해서 새로 정의된 확률변수의 분

포를 파악할 수 있다. 특히, 서로 독립인 확률변수들의 합의 분포를 파악하는데에 유용하다. 

예를 들어, C d 1
과 C d 2

가 서로 독립인 카이제곱 확률변수이면 (각각의 자유도는 d1 과 

d2 ), 각각의 MGF는 (1-2θ)
- d 1 /2

와  (1-2θ)
- d 2 /2

이므로 C d 1
+ C d 2

의 MGF는 

(1-2θ)
- (d 1+d 2)/2

인데 (§2.14.4 참조), 이는 (자유도가 d 1+d 2 인) 카이제곱 분포를 따른

다. 또 다른 예로, 중심극한정리(§2.5 참조)의 증명에도 MGF를 이용한다 (문헌 [9] 참조).

또한, 예를 들어, 식 (2.8.8)과 (2.8.9)를 MGF로 증명할 수 있다. iid 확률변수인 

Y 1,⋯ ,Y n 의 합을 S 라 하면 식 (2.12.1)에 의해서 E(e θS)={E(eθY)}n 이므로 

E(S) =
d
dθ

E(e θS)| θ = 0 =
d
dθ

{ E(e θY)} n| θ = 0 = nE(Y)                  

 E(S 2)=
d2

dθ 2 E(e θS)|θ = 0 =
d2

dθ 2 {E(eθY)} n|θ = 0 =n(n-1)E(Y)2+nE(Y 2)

V ( S 2 ) = E ( S 2 ) - E ( S ) 2 = n{ E ( Y 2 ) - E ( Y ) 2} = nV ( Y )                  

를 얻는다. 

공학에서는 MGF 대신에 PGF(probability generating function)와 LT(Laplace 

transform)을 애용하는데, 이들을 기대치 형태로 표현하면 각각 E(z Y) 와 E(e - φ Y) 이다. 

즉, MGF E(eθY) 에서 eθ를 각각 z 와 e - φ 로 교체한 것이다. PGF와 LT의 용도 역시 

MGF와 유사한데, 추가적으로 PGF를 미분해서 확률을 발생시킬 수 있으며 LT는 미분방정

식을 푸는데 쓰이기도 한다. 
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§2.13 공분산과 상관계수

2.13.1 공분산의 정의 

확률변수 Y 1과 Y 2간의 공분산(covariance) Cov(Y 1 ,Y 2) 의 정의는

(2.13.1)Cov(Y1,Y2)=E[(Y1-μ1)(Y2-μ2)]

인데, μ 1 과 μ 2 는 각각 E(Y 1) 과 E(Y 2) 이다. 

<비고 2.13.1> 식 (2.13.1)에 Y 1 = Y 2= Y 를 대입하면 분산 V(Y) = E [ (Y - μ ) 2] 이 된다. 

즉, 분산은 공분산의 특수한 경우이다. 

분산을 구할 때 “ V ( Y ) = E ( Y 2) - μ 2 ”이 편리하듯이, 공분산을 구할 때는 다음 관계

를 사용하면 편리하다 (증명 생략).

(2.13.2)Cov(Y1,Y2)=E(Y1Y2)-μ1μ2

공분산은 다음과 같이 V(Y 1 + Y 2) 에 등장한다. 

        V(Y 1+ Y 2)=E[ (Y 1+Y 2) 2]-{E(Y 1+Y 2)}
2

          = E (Y 2
1+ 2Y 1 Y 2 + Y 2

2)- (μ 1 + μ 2) 2

           = E (Y 2
1)+ 2 E (Y 1Y 2)+ E (Y 2

2) - ( μ 2
1 + 2 μ 1μ 2 + μ 2

2)

(2.13.3)=V(Y1)+V(Y2)+2⋅Cov(Y1,Y2)     

좀더 일반적인 형태는 

(2.13.4)V(aY1+bY2)=a2V(Y1)+b2V(Y2)+2abCov(Y1,Y2)

인데, 예를 들어 V (Y 1 - Y 2) 는 다음과 같다.

(2.13.5)V(Y1-Y2)=V(Y1)+V(Y2)-2⋅Cov(Y1,Y2)
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<비고 2.13.2> Y 1 과 Y 2 가 독립이면 Cov(Y 1,Y 2) = 0 이다.  

Y 1 과 Y 2 가 독립이면 식 (2.11.6)에 의해서 “ E(Y 1Y 2) = E (Y 1)E (Y 2) ”이므로, 이를 

식 (2.13.2)에 대입하면 “ Cov(Y 1 ,Y 2)= 0 ”을 얻는다. 그리고, “ Cov(Y 1 ,Y 2) = 0 ”을 식 

(2.13.3), (2.13.4), (2.13.5)에 대입하면 “ V(Y 1±Y 2) = V (Y 1)+ V(Y 2) ”와 “ V(aY 1+bY 2)

= a 2 V(Y 1)+ b 2V(Y 2) ”를 얻는다.

2.13.2  2Y1 과 Y 1 + Y 2

분산과 공분산의 관계를 잘 이해하기 위하여 간단한 예를 든다. Y 1 과 Y 2 가 동일한 

분포 “ P (Y i = 1 ) = P ( Y i= 2 ) = P ( Y i= 3 ) = 1/3 ”을 따르면 E(Y i) = (1+ 2+ 3)/ 3 = 2 , 

V (Y i) = { (-1)2+02+12}/3 = 2/3 , i = 1 ,2 , 이다.

X 1 = 2Y 1 , X 2 = Y 1+ Y 2 라 하자. 그러면, X 1 의 분포는 P (X 1 = 2) = P ( X 1= 4 )

= P ( X 1= 6 ) = 1/3 이고 (§2.9.1 참조), E(X 1) = (2+ 4+ 6) /3 = 4 , V(X 1)

= { (-2)2+ 0 2+2 2}/3 = 8/3  이다. 

반면에, X 2 = Y 1+ Y 2 의 분포는 

      P ( X 2 = 2 ) = P ( Y 1= 1 , Y 2 = 1 )                       

      P ( X 2 = 3 ) = P ( Y 1= 1,Y 2 = 2 ) + P ( Y 1 = 2,Y 2 = 1 )   

P ( X 2 = 4 ) = P ( Y 1 = 1,Y 2 = 3 ) + P ( Y 1= 2,Y 2 = 2 ) + P ( Y 1 = 3,Y 2 = 1 )

      P ( X 2 = 5 ) = P ( Y 1 = 2,Y 2 = 3 ) + P ( Y 1= 3 ,Y 2 = 2 )   

      P ( X 2 = 6 ) = P ( Y 1 = 3,Y 2 = 3 )

이므로 결합분포 P (Y 1 = y 1,Y 2 = y 2) 를 알아야만 X 2 = Y 1+ Y 2 의 분포를 구할 수 있다. 

그러나, 만약 Y 1 과 Y 2 가 독립이면 P (Y 1 = y 1,Y 2 = y 2) = P (Y 1= y 1) P (Y 2 = y 2) 이므로

     P ( X 2 = 2 ) =P ( Y 1 = 1 )P (Y 2 = 1 ) = ( 1/3 ) 2= 1/9

P (X 2 = 3 ) =( 1/3 ) 2 + (1/3 ) 2= 2/9        

P(X 2 =4)=(1/3) 2+(1/3) 2+(1/3) 2=3/9

P (X 2 = 5 ) =( 1/3 ) 2 + (1/3) 2= 2/9       
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     P ( X 2 = 6 ) =P (Y 1 = 3 )P (Y 2 = 3 ) = ( 1/3 ) 2= 1/9

이고, E(X 2) = E (Y 1)+ E (Y 2) = 4 , V (X 2) = V (Y 1)+ V(Y 2) = 4/3 이다. 

일반적으로, Y 1 과 Y 2 가 동일한 분포를 따를 때 평균을 μ  분산을 σ2 이라 하면, 

E(2Y1) 과 E(Y 1 + Y 2) 는 모두 2μ 이다. 그러나, V(2Y1) 는 (2σ)2 = 4σ 2 인 반면에 

V(Y 1 + Y 2) 는 Y 1 과 Y 2 가 독립이면 2σ2이다. 

사실, V(2Y1) 은 V(Y 1+ Y 2) 의 특수한 경우이다. 식 (2.13.3)에 Y 2 = Y 1 을 대입하

면 V(2Y1) = 2⋅V(Y 1)+2⋅Cov(Y 1 ,Y 1) 을 얻는데, 이는 <비고 2.20>에 의해서 

Cov(Y 1 ,Y 1) = V ( Y 1)이므로 결국 V(2Y1) = 4V (Y 1) 을 얻는다. 

2.13.3 공분산의 의미

Covariance는 “co”와 “variance”의 복합어인데, “co”는 “같이” 또는 “함께”를 의미한다. 

식 (2.13.1)에서, Y 1 >μ 1 일 때 Y 2 >μ 2 일 확률이 크거나 또는 Y 1 <μ 1 일 때 Y 2 <μ 2 일 확

률이 클수록 Cov(Y 1 ,Y 2) 가 커진다. 반대로, Y 1 >μ 1 일 때 Y 2 <μ 2 일 확률이 크거나 또는 

Y 1 <μ 1 일 때 Y 2 >μ 2 일 확률이 클수록 Cov(Y 1 ,Y 2) 는 작아진다. 

§2.13.2의 예를 계속한다. 퇴직금으로 받은 3억원을 A와 B 두 군데에 각각 1억 5천

씩 투자하면 1년 후에 각각 Y 1, Y 2 억원이 된다고 하자. 즉, 1년 후의 총 회수금은 X 2

= Y 1+ Y 2 억원이다. E(X 2) = E (Y 1)+E (Y 2) = 2 + 2 = 4 억원이므로 기대수익율

(expected rate of return)은 33.3% 이다. 그런데, 기대수익율이 높은 만큼 위험도 따르는데, 

예를 들어 P (X 2 = 2 ) = P ( Y 1= Y 2 = 1 ) 의 확률도 1억원을 손해본다. 

흔히 V(X 2) 를 위험도(risk)의 척도로 사용한다. V(X 2) 가 최대인 경우는 

P ( Y 1 = Y 2= y ) = 1/3 ,  y = 1,2,3 인 경우인데, 이때 Cov(Y 1,Y 2) = V ( Y 1) 이고 V(X 2)

= 4V (Y 1) 이 된다. 이는 마치 A 또는 B 한 군데에 3억원을 모두 투자하는 것과 같은 결

과이다. 반대로, V(X 2) 가 최소가 되는 경우는 P ( Y 1 = 1,Y 2 = 3 ) = P ( Y 1= Y 2= 2 )

= P ( Y 1= 3 ,Y 2 = 1 ) =
1
3

인 경우인데, 이때 Cov(Y1,Y2) =- V ( Y 1 ) 이고 V(X 2) = 0 이 

된다. 이는 A와 B의 위험요인이 서로 반대방향으로 작용하여 완전히 상쇄시키는 경우이다. 

일반적으로 V(X 2) 는 두 극단인 4V(Y1) 과 0사이의 값을 가진다. 예를 들어, Y 1 과 Y 2

가 독립인 경우에는 V(X 2) = 2V (Y 1) 이다. 
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V(X2)>2V(Y1) 인 경우 Y 1 과 Y 2 는 양의 상관관계에 있다고 하고, V(X 2)

<2V(Y1)인 경우에는 Y 1 과 Y 2 가 음의 상관관계에 있다고 한다. 그러니까, 투자를 할 때

에는 음의 상관관계에 있는 곳에 나누어서 투자하는 것이 가장 바람직하다. 그리고, 어떠한 

경우더라도 한 군데에 모두 투자하는 것에 비해서 여러 곳에 나누어 투자하는 것이 못하지

는 않다. 

2.13.4 상관계수

앞 절에서는 비교의 편의상 V (Y 1)= V (Y 2) 인 경우를 예로 들었다. V(Y 1) ≠V(Y 2)

인 일반적인 경우에 대해서 Y 1 과 Y 2 의 상관관계를 표준화시킨 것이 상관계수(correlation 

coefficient)인데, 정의는 다음과 같다. 

(2.13.6)ρ=
Cov(Y1,Y2)

SD(Y1)⋅SD(Y2)
,    -1≤ρ≤1

ρ>0이면 Y 1 ,Y 2 가 양의 상관관계에 있고, ρ<0이면 Y 1,Y 2 가 음의 상관관계에 있

다. 극단적인 경우는 ρ = ± 1 인 경우인데, 이는 Y 1 = a Y 2 + b  (또는 Y 2 = cY 1 + d )일 때 

발생한다. 즉, Y 1 과 Y 2 의 관계가 선형(linear)함수관계일때 이들을 선형종속이라 하는데, 

이때 a>0 (또는, c>0)이면 ρ = 1 이고 a<0 (또는 c<0)이면 ρ = - 1 이다.

한마디로 ρ 는 선형종속성의 척도이다. |ρ|가 클수록 선형종속성이 강하고 ρ = 0 이면 

선형종속성이 없다. 

<비고 2.13.3> ρ = 0  또는 Cov(Y 1 ,Y 2) = 0 이면 Y 1 ,Y 2 는 선형독립이다. 그러나, 선형

독립이더라도 비선형(nonlinear)적으로는 독립이 아닐 수 있다 (<비고 2.13.2> 

참조).

<비고 2.13.4> Y 1,Y 2 가 정규분포를 따르는 경우에 ρ = 0  또는 Cov(Y1,Y2) = 0 이면 

Y 1 ,Y 2 는 독립이다. 

2.13.5 공분산 공식

공분산에 어느정도 익숙해지고나면 아예 분산도 공분산의 일종으로 간주하면 편리하다 
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(<비고 2.13.1> 참조). 예를 들어, 식 (2.13.4)를 확장하면

(2.13.7)V( ∑
n

i=1
aiYi)=Cov( ∑

n

i=1
aiYi, ∑

n

j=1
ajYj)= ∑

n

i=1
∑
n

j=1
aiajCov(Yi,Yj)

가 되고, 이를 더욱 확장하면 다음을 얻는다. 

(2.13.8)Cov( ∑
n

i=1
aiYi, ∑

m

j=1
bjXj)= ∑

n

i=1
∑
m

j=1
aibjCov(Yi,Xj)

식 (2.13.7)은 초기하분포의 분산을 구할 때 쓰이며 (식 (2.8.9) 참조), 식 (2.13.8)은 다

항분포(식 (2.1.6) 참조)와 다변량 초기하분포(식 (2.2.2) 참조)에서 Cov(S i,S j) 를 구할 때 

쓰인다. 

또한, 앞으로 유용하게 쓰일 관계를 식 (2.13.8)로부터 다음과 같이 얻는다. 

Cov[ (Y 1+Y 2),(Y 1-Y 2)] = Cov (Y 1 ,Y 1) - Cov (Y 1 ,Y 2) + Cov (Y 2 ,Y 1)

- Cov (Y 2 ,Y 2) 인데, Cov(Y 1 ,Y 2) = Cov (Y 2 ,Y 1)이므로 

(2.13.9)Cov[(Y1+Y2),(Y1-Y2)]=V(Y1)-V(Y2)

를 얻는다. 따라서, Y 1 , Y 2 가 동일한 분포를 따르면 ( V(Y 1) = V ( Y 2) 이므로), 

Cov[ (Y 1+Y 2),(Y 1-Y 2)] = 0 이다. 그리고, 이를 일반화하면 다음과 같다 (증명생략).

<비고 2.13.5> Y 1,⋯ ,Y n 이 iid 확률변수일 때, Cov( ∑
n

i= 1
a iY i, ∑

n

i= 1
b iY i) = 0 이 성립하기 

위한 필요충분조건은 ∑
n

i= 1
a ib i = 0 이다.

<비고 2.13.6> ∑
n

i = 1
a iY i 와 ∑

n

i = 1
b iY i 를 n 차원 공간의 벡터라 하면, ∑

n

i = 1
a ib i = 0 일 때 이

들을 직교(orthogonal)관계에 있다고 한다. 이에 따라, 통계학에서는 

Cov(∑a iY i,∑b iY i) = 0 일 때 ∑ a iY i 와 ∑b iY i 가 직교관계에 있다고 한

다. 
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§2.14 조건부 기대치

2.14.1 예 #1

§2.7.3의 예를 계속한다. 편의상 S 를 다음과 같이 정의하자.

S ={ 1  ,   if  스위치를  켰을  때  전구가  터지면
0  ,   if  스위치를  켰을  때  불이  들어오면

그러면, 전구의 수명 T 의 조건부 기대치는 E(T|S=1) = 0 ,  E(T|S=0) = λ - 1 이다. 그

리고, 수명 T 의 (무조건: unconditional) 기대치는 다음과 같이 얻는다. 

E(T ) = P(S = 1)⋅E(T |S = 1)+ P(S = 0)⋅E(T |S = 0)

= q⋅0+ p⋅λ - 1 = p/λ

또한, T 의 MGF도 같은 방법으로 구할 수 있다. 즉, 

E(eθT) = P(S= 1)⋅E(eθT|S= 1)+P(S= 0)⋅E(eθT|S= 0)

인데, S = 1 이면 T = 0 이므로 E(eθT|S=1) =e θ⋅0 = 1 이고, S = 0 이면 T 는 지수분포

를 따르므로 E(eθT|S=0) = λ /(λ - θ ) 이다. 따라서 E(eθT) = q+ pλ/(λ-θ) 를 얻는데, 

물론 이를 미분하면 E (T ),  E (T 2),  ⋯ 를 얻을 수 있다. 

2.14.2 예 #2

A반의 학생수는 80명이고 이들의 평균성적과 표준편차는 각각 55점과 12점이다. 반

면에, B반의 학생수는 20명이고 평균과 표준편차는 각각 80점과 7점이다. 이제, A,B반을 

합친 총 100명의 평균성적과 표준편차를 구하려고 한다. 

전체의 평균성적은 다음과 같이 구한다.

 

(2.14.1)E(Y) =P(A)E(Y|A)+P(B)E(Y|B)
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 =
80
100

⋅55+
20
100

⋅80=60

즉, 전체평균 60점은 반별 평균인 55점과 80점의 가중평균인데, 이때 가중치는 0.8 과 

0.2 이다. (또는, A반의 총점 80⋅55와 B반의 총점 20⋅80을 합친 전체 총점을 총 학생수 

100으로 나눈 것이다.)

그러나, 주의할 점은 전체의 분산은 반별 분산의 가중평균이 아니라는 점이다. 즉,

(2.14.2)V(Y) ≠P(A)⋅V(Y|A)+P(B)⋅V(Y|B)

 =(0.8)(122)+(0.2)(72)=125

인데 (예외는 E(Y|A) = E(Y|B) = E ( Y )  경우), 그 이유는 다음과 같다. A반의 분산은 “A

반의 평균을 중심으로”성적분포가 퍼진 정도를 나타내고, B반의 분산은 “B반의 평균을 중

심으로” 성적분포가 퍼진 정도를 나타낸다. 반면에, 전체의 분산은 “전체의 평균을 중심으

로” 퍼진 정도를 나타낸다. 

식 (2.14.2)의 우변에 추가해야 되는 것은 

(2.14.3)P(A)⋅{E(Y|A)-E(Y)}2+P(B)⋅{E(Y|B)-E(Y)}2

= (0.8)⋅ (55-60)2+(0.2)(80-60)2=100

인데, 이는 반별 평균들이 전체평균을 중심으로 퍼진 정도를 나타낸다. 따라서, V(Y)

=125+100 = 225 이고 전체 표준편차는 15점이다. 

2.14.3 조건부 기대치

이제 조건부 기대치를 정식으로 정의한다. 먼저 조건부 CDF인 F(y1|Y2=y2) 를 

P(Y1≤y1|Y2=y2) 로 정의하면, 조건부 기대치의 정의는 다음과 같다.

(2.14.4)E(Y1|Y2=y2)=
⌠
⌡y1

y1dF(y1|Y2=y2)

즉, 무조건 기대치인 E(Y 1) = ⌠
⌡y 1

y 1dF Y 1
(y 1 ) 와 같이, 조건부 기대치인 E(Y1|Y2=y2) 도 

어디까지나 Y 1 의 기대치이다. 다만, 가중치로 사용하는 확률이 무조건 확률인 dFY1
(y1)

=P(y1<Y1<y1+dy1) 이 아니라 조건부 확률인 dF(y1|Y2=y2)

=P(y1<Y1<y1+dy1|Y2=y2)일 따름이다. 

dF(y1|Y2=y2)는 Y 1 이 이산 확률변수이면 P(Y 1 =y 1 |Y 2 =y 2) 를 의미하고, 
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Y 1,  Y 2 가 연속 확률변수인 경우에는 f Y1|Y2
(y1|y2)dy1으로 표기하는데, 이때 조건부 밀도

함수인 f Y1|Y2
(y1|y2)를 ( Y 1 과 Y 2 의) 결합밀도함수 f(y1,y2) 와 Y 2 의 밀도함수 fY2

(y2)

로 나타내면 f Y1|Y2
(y1|y2)= f(y1,y2)/fY2

(y2)이다 (<비고 2.14.1> 참조).

<비고 2.14.1> f Y1|Y2
(y1|y2)dy1 =P(y1<Y1<y1+dy1|y2<Y2<y2+dy2)

=P(y1<Y1<y1+dy1,y2<Y2<y2+dy2)/P(y2<Y2<y2+dy2)

=f(y 1,y2)dy1dy2/fY2
(y2)dy2

<비고 2.14.2> 식 (2.14.4)에서 dF(y1|Y2=y2)는 y1과 y2의 함수이지만, ( y1을 곱하고) 

y1에 대해서 적분한 값인 E[Y1|Y2=y2] 는 y2만의 함수이다. 

2.14.4 무조건 기대치

식 (2.14.1)을 일반적인 형태로 나타내면 다음과 같다. 

(2.14.5)E(Y1)=
⌠
⌡y2

E(Y1|Y2=y2)dFY2
(y2)

이를 간단히 E(Y 1) =E[E(Y1 |Y2)] 로 표현하기도 하는데, 그 이유는 다음과 같다. 식 

(2.8.4)에 의해 E[g(Y2)] = ⌠
⌡y 2

g(y 2)dF Y 2
(y 2 ) 인데, y2의 함수인 E(Y1|Y2=y2) 를 g(y2)

라 하면 (<비고 2.27> 참조), 이에 대응하는 g(Y 2) 는 E(Y 1|Y 2 =Y 2), 즉 E(Y1|Y2)가 된

다. 

<비고 2.14.3> “ E(Y 1) =E[E(Y1 |Y2)] ”에 대한 해석은 다음과 같다. 

Unconditional Mean=Mean of Conditional Means

식 (2.14.2)의 우변과 식 (2.14.3)을 일반적인 형태로 나타내면 다음과 같다. 

(2.14.6)E[V(Y1|Y2)]=⌠
⌡y2

V(Y1|Y2=y2)dFY2
(y2)         



- 67 -

(2.14.7)V[E(Y1|Y2)] =⌠
⌡y2

{E(Y1|Y2=y2)-E(Y1)}
2dFY2

(y2)

              =⌠
⌡y2

{E(Y1|Y2=y2)
2-E(Y1)

2}dFY2
(y2)

식 (2.14.6)에서 조건부 분산인 V(Y1|Y2=y2) 의 정의는 다음과 같다. 

V(Y 1|Y2 =y2)= ⌠
⌡y1

{y 1-E(Y 1 |Y2 =y2)}
2dF(y1|Y 2=y2)

E(Y1|Y2=y2) 같이 V(Y1|Y2=y2) 역시 y2만의 함수인데, 이를 h(y2)라 하면 식 

(2.14.6)은 E[h(Y2)] = ⌠
⌡y 2

h(y 2)dF Y 2
(y 2 ) 형태이다. 그리고, g(y2) = E(Y 1 |Y 2 =y 2) 라 하

면 식 (2.14.7)은 V[g(Y2)] = ⌠
⌡y2

{g(y2)-E[g(Y2)]}2dFY 2
(y2) 형태이다. (비고: 식 

(2.14.5)에 의해서 E[g(Y2)] = E ( Y 1) 임). 이들을 묶어서 다음을 얻는다. 

(2.14.8)V(Y1)=E[V(Y1|Y2)]+V[E(Y1|Y2)]

<비고 2.14.4> 식 (2.14.8)에 대한 해석은 다음과 같다. 

( )Unconditional 
Variance 

= ( )Mean of 
Condtional Variances 

+( )Variance of 
Conditional Means 

연습문제 삼아 공식들을 증명하되, 편의상 Y 1,Y 2 를 이산 확률변수라 하자. 식 

(2.11.3)에서 Y 1 = g ( Y 1,Y 2) 라 하면

E(Y 1) = ∑
y 1

∑
y 2

y 1P(Y 1 = y 1,Y 2= y 2) = ∑
y 2

P(Y 2 = y 2)∑
y 1

y 1⋅P(Y 1 = y 1 |Y 2 = y 2)

= ∑
y 2

P(Y 2 = y 2)E (Y 1|Y 2 = y 2) = E[ E (Y 1|Y 2)]

를 얻는다. (비고: P (Y 1 = y 1,Y 2 = y 2) = P (Y 2= y 2) ⋅P(Y 1 =y 1 |Y 2 =y 2) .) 또한, Y 2
1

= g ( Y 1,Y 2 ) 라 하면 같은 방법으로 E(Y2
1) =E[E(Y2

1 |Y2)] 를 얻고, 이들로부터 다음을 

얻는다. 
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V(Y1) =E(Y2
1)-E(Y1)

2=E[E(Y2
1 |Y2)]-E[E(Y1|Y2)]

2

=E[V(Y1|Y2)+E(Y1|Y2)
2]-E[E(Y1|Y2)]

2

=E[V(Y1|Y2)]+{E[E(Y1|Y2)
2]-E[E(Y1|Y2)]

2}

=E[V(Y1|Y2)]+V [E(Y1|Y2)]
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§2.15 대표적인 표본분포

2.15.1 비복원과 복원의 차이

이제 본격적으로 표본분포를 다룬다(§1.5 참조). 크기가 N 인 모집단의 임의 요소를 

Y 라 하고 Y 의 분포를 모분포라 한다. 모집단에서 무작위로 비복원추출한 {Y 1,⋯ ,Y n}을 

크기가 n 인 표본이라 하는데, Y 1,⋯ ,Y n 은 모두 모분포와 동일한 분포를 따르지만 독립은 

아니다. Y 1,⋯ ,Y n 의 함수를 통계량이라 하고, 통계량의 분포를 표본분포라 한다. 

N≫n 인 경우, 비복원을 복원으로 간주하여 Y 1,⋯ ,Y n 을 iid 확률변수로 취급하면 

간편하기 때문에(§1.4 참조), 다음 절부터는 N≫n 을 가정하거나 또는 아예 모분포를 연속

분포라 가정한다 (<비고 2.7.1> 참조). 그러나, 본 절에서는 마지막으로 비복원추출을 복원

추출로 간주함에 따른 차이점을 알아본다. 

가장 대표적인 통계량은 표본평균(sample mean) Y = ∑
n

i = 1
Y i/n 이다. Y 1,⋯ ,Y n 이 

iid 확률변수이면 모분포로부터 Y 의 분포를 비교적 쉽게 구할 수 있고(§2.12.4 참조), 또

한 중심극한정리를 이용해서 정규분포를 Y 의 근사(approximate)분포로 사용할 수도 있다 

(§2.5 참조). 그러나, Y 1,⋯ ,Y n 이 (동일하기는 하되) 독립이 아니면 Y 의 분포를 구하기

도 쉽지 않고 또한 중심극한정리도 사용할 수 없다. (비고: ∑
n

i = 1
Y i 이 초기하분포를 따르는 

경우가 가장 쉬운데, 이 경우에조차도 §1.6에서 근사분포로 이항분포를 사용했음.) 따라서, 

분포의 차이점은 생략하고, E (Y ) 와 V(Y) 의 차이점만 알아본다. 

편의상, μ = E ( Y ) , σ2 = V ( Y ) 라 하자. 결론부터 언급하면, E(Y) = μ 는 비복원과 

복원 모두에 동일하지만 V(Y) 는 각각 (σ 2 /n){ (N-n)/(N-1)}과 σ 2/n 인데, 이때 차이

점인 (N - n ) /(N - 1 ) 은 이미 식 (2.8.9)에 등장했다. 

먼저, E ( ∑
n

i = 1
Y i) = ∑

n

i = 1
E ( Y i) = n μ 이므로 (<비고 2.10> 참조),

(2.15.1)E(Y)=E(∑Yi/n)=E(∑Yi)/n=μ

이다. 다음, 식 (2.13.7)에 a i = a j= n - 1 을 대입하면



- 70 -

(2.15.2)V(Y)=n-2 ∑
n

i=1
∑
n

j=1
Cov(Yi,Yj)

를 얻는데, 복원추출의 경우에는 <비고 2.13.1>과 <비고 2.13.2>에 의해서

(2.15.3)V(Y)=n-2 ∑
n

i=1
V(Yi)=nσ2/n2=σ2/n

을 얻는다. 반면에, 비복원의 경우에는 i≠ j 일 때 Cov(Y i ,Y j) =- σ 2 / ( N - 1 ) 인데 (아래 

참조), 이를 식 (2.15.2)에 대입하면 V(Y) = (σ 2 /n){ (N - n )/(N - 1 )}을 얻는다. 

편의상, 모집단을 {y1,⋯,yN}이라 하자. 그러면, μ = ∑
N

i = 1
y i/N 이고 σ2

= ∑
N

i = 1
(y i- μ ) 2/N 이다. (비고: ∑

N

i = 1
y i = N μ , ∑

N

i = 1
y 2

i = N⋅ (σ 2+ μ 2) .) 대칭성에 의해서 (§

1.4 참조) Cov(Y i ,Y j) 는 Cov(Y 1 ,Y 2) 와 동일하다 (단, i≠ j ). 그리고, 식 (2.13.2)에 의해

서 Cov(Y 1 ,Y 2) = E ( Y 1 Y 2 )- μ 2 인데, E(Y 1Y 2) 는 다음과 같이 식 (2.14.5)와 유사한 방

법으로 구할 수 있다. 

(2.15.4)E(Y1Y2)= ∑
N

i=1
P(Y1=yi)⋅E(Y1Y2|Y1=yi)

식 (2.15.4)에서 P (Y 1 = y i) = N - 1 이고, E(Y 1Y 2|Y 1 =y i) = E(y i Y 2|Y 1 =y i)

= y i E(Y 2|Y 1 =y i) 인데, E(Y 2|Y 1 =y i) 는 모집단에서 y i 를 제외한 나머지 N - 1 개의 요

소의 평균이므로 (N μ - y i)/(N -1) 이다. 이를 식 (2.15.4)에 대입하고 ∑
N

i = 1
y i = N μ 와 

∑
N

i= 1
y 2

i = N (σ 2 + μ 2) 을 사용해서 간단히 하면 E(Y 1Y 2) = μ 2- { σ 2/(N - 1 )}을 얻는다.

2.15.2 Y 의 분포

이제부터는 N≫n 을 가정하거나 또는 연속 모분포를 가정하여 Y 1,⋯ ,Y n 을 iid 확

률변수로 취급한다. 아예 한걸음 나아가서 모분포를 정규분포로 가정하든지 또는 중심극한

정리를 사용한다. (비고: 통계 교재에 정규분포가 아닌 모분포가 더러 예제나 연습문제로 등

장하지만 본문에는 잘 등장하지 않음.)

중심극한정리는 다음과 같다 (§2.5 참조). Y 1,⋯ ,Y n 이 iid 확률변수이기만 하면 
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∑
n

i = 1
Y i 의 분포는 n 이 클수록 점점 정규분포에 가까워지는데, 이를 ∑

n

i= 1
Y i ∼

A N(nμ,nσ 2)

으로 표현하자. 즉, ∑
n

i = 1
Y i 은 점근적으로 (ꡒAꡒ는 ꡒasymptoticallyꡒ를 의미함) 정규분포

를 따르는데, 기대치와 분산은 각각 nμ 와 nσ2 이다 (식 (2.8.8), (2.8.9) 참조). 따라서,

(2.15.5)Y∼A N(μ,
σ2

n
)

이다 (§2.9.1 참조). 즉, Y 역시 점근적으로 정규분포를 따르며 기대치와 분산은 각각 μ 와 

σ 2/n 이다 (식 (2.15.1), (2.15.3) 참조).

식 (2.15.5)는 모분포를 몰라서 Y 의 분포를 구할 수 없는 경우뿐만 아니라, Y 의 분

포를 구할 수 있는 경우에도 쓰인다. 대표적인 예는 ∑
n

i = 1
Y i 가 이항분포를 따르는 경우이다 

(§2.5 참조). (비고: §1.6에서는 초기하분포의 근사분포로 이항분포를 사용했는데, 이제부터

는 이항분포의 근사분포로 정규분포를 사용한다.)

모분포가 정규분포라는 가정을 Y∼N(μ,σ 2/n) 으로 표현하자. (비고: ꡒ∼Nꡒ은 ꡒis 

distributed Normalꡒ을 의미함.) Y∼N(μ,σ 2) 이면 자동적으로 Y∼N(μ,σ 2/n) 인데, 이는 

다음과 같이 확장된다.

<비고 2.15.1> Y 1,⋯ ,Y n 이 독립이고 Y i∼N(μ i,σ
2
i ) 이면 

∑
n

i= 1
a iY i∼N(∑a iμ i,∑a2

i σ
2
i )이다.

<비고 2.15.1>에서 a i = n - 1 , μ i = μ , σ 2
i = σ 2 인 경우가 바로 Y∼N(μ,σ 2/n) 이다. <

비고 2.15.1>의 증명은 MGF로 하면 비교적 간단하다 (§2.12.6 참조). 먼저 Y i 의 MGF는 

(2.15.6)E(e
θYi)= exp(μiθ+σ2

i θ
2/2)

이다 (§2.12.5 참조). 다음, a iY i 의 MGF는 E[e
θ(aiY i)]=E[e

(θai)Y i]인데, 이는 E(e
θYi)에 

ꡒθꡒ대신 ꡒθa iꡒ를 대입한 것이므로 (비고: θ와 a i 는 확률변수가 아님), 식(2.15.6)에

서 θ를 θai로 대체하여
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(2.15.7)E[e
θ(aiYi)]= exp[(aiμi)θ+(a2

i σ
2
i )θ

2/2]

를 얻는데, 이는 a iY i∼N(a iμ i,a
2
i σ

2
i )을 의미한다. 마지막으로, Y 1,⋯ ,Y n 이 서로 독립이면 

a 1Y 1,⋯ ,a nY n 도 서로 독립이므로 (<비고 2.19> 참조), ∑
n

i = 1
a iY i 의 MGF는

E[e
θ ∑

n

i= 1
( a iY i)

]= ∏
n

i= 1
E[e

θ(a i Y i)]

이다 (§2.12.4 참조). 이에 식 (2.15.7)을 대입하면

E[e
θ ( ∑

n

i=1
a iY i)

]= exp[(∑aiμ i)θ+(∑a2
i σ

2
i )θ

2/2]

를 얻는데, 이는 ∑
n

i= 1
a iY i∼N(∑a iμ i,∑a2

i σ
2
i )을 의미한다. (비고: 확률분포와 MGF간에는 

1:1 대응관계가 있음.)

2.15.3 S2 의 분포

표본평균 Y  다음으로 중요한 통계량은 표본분산(sample variance)인데, 관행상 이를 

S2 으로 표기한다. (지금까지 종종 S 를 ꡒsumꡒ으로 사용했는데, 이제부터 S 는 표본표준

편차(sample standard deviation)를 의미한다. 그러나, 앞으로 등장할 ꡒsum of squaresꡒ는 

SS로 표기한다.)

이제부터는 Y∼N(μ,σ 2) 을 가정하는데, 이는 모분포가 정규분포가 아니면 (일반적으

로) S 2 및 기타 통계량의 분포를 구하기 어렵기 때문이다. (비고: 중심극한정리는 Y 에 대

해서만 유효함.)

이제 S 2 을 정의한다. 앞으로 S2 을 σ2에 대한 추정량으로 사용할 것이므로, 

σ 2 = V (Y ) = E[ (Y -μ ) 2]에 대응하는

(2.15.8)
S2=

∑
n

i=1
(Yi-μ)2

n

로 (일단) 정의한다. 그러나, σ2을 몰라서 S2 으로 추정하는 상황에서는 μ = E ( Y )조차 모

르는 것이 더욱 현실적이다. μ 를 모르는 경우에는 μ 에 대한 추정량인 Y 로 대체하여
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(2.15.9)
S2=

∑
n

i=1
(Yi-Y)2

n-1

로 정의한다. 이때, 분모에 n대신 ( n - 1 )을 사용하는 이유는 E(S 2) = σ 2 관계를 유지하기 

위함이다 (식 (3.2.7) 참조).

§2.6.1에서 C d = ∑
d

i = 1
Z 2

i 는 자유도가 d 인 카이제곱분포를 따른다고 했는데, 이를 

Cd∼χ2(d)로 표현하자. (이 역시 MGF로 증명이 가능하나 생략함.) Z i = ( Y i - μ )/σ  라 하

면, Y 1,⋯ ,Y n 이 iid N(μ,σ 2)이므로 Z 1,⋯ ,Z n 은 iid N(0,12)이다. 그러므로,

(2.15.10)Cn= ∑
n

i=1
Z2

i = ∑
n

i=1

(Yi-μ)2

σ2 ∼χ2(n)

이다. 따라서, 식 (2.15.8)의 S2 의 함수인 nS2/σ2 은 자유도가 n 인 카이제곱분포를 따른다. 

그리고, <비고 2.8.10>에 의해서 E(nS 2/σ 2) = n, V (nS 2/σ 2) = 2n 이므로, E(S 2) = σ 2 과 

V(S 2)=2σ 4/n 을 얻는다.

반면에, 앞으로 주로 쓰일 식 (2.15.9)의 S2 과 관련된 분포를 구하는 과정은 약간 복잡

한데, 결론부터 언급하면

(2.15.11)Cn-1= ∑
n

i=1

(Yi-Y)2

σ2 =
(n-1)S2

σ2 ∼χ2(n-1)

이다. 그리고, <비고 2.8.10>에 의해서 E[ (n - 1)S 2/σ 2] = n - 1 , 

V[ (n-1)S 2/σ 2] = 2(n-1)  이므로 다음을 얻는다.

(2.15.12)E(S2)=σ2,  V(S2)=2σ4/(n-1)

편의상, n = 3  경우에 대해서 식 (2.15.11)을 증명한다. ∑
3

i = 1
(Y i- Y ) 2/σ 2 에 

Y = (Y 1 + Y 2 + Y 3)/3을 대입하면 (2/3 σ 2)(Y 2
1 + Y 2

2 + Y 2
3 - Y 1Y 2 - Y 2Y 3 - Y 3Y 1)이 되는

데, 이를 정리하면 { (Y 1-Y 2)
2/2σ 2+ (Y 1+Y 2-2Y 3)

2/6σ 2}가 된다. 그런데, <비고 

2.15.1>에 의해서 (Y1-Y 2)∼N(0,2σ 2)이고 (Y 1+Y 2-2Y 3)∼N(0,6σ2)이다. 또한 <비고 

2.13.5>에 의해서 Cov (Y 1 -Y 2,Y 1 + Y 2-2Y 3)= 0 이므로, <비고 2.13.4>에 의해서 

( Y 1 - Y 2) 와 (Y 1 + Y 2 - 2Y 3) 는 독립이다. 따라서, Z 1 = (Y 1 - Y 2)/ 2 σ 와 
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Z 2 = (Y 1 + Y 2 - 2Y 3)/ 6σ 는 iid N(0,12)이므로, ∑
3

i= 1
(Y i- Y) 2/σ 2 = Z2

1+ Z2
2∼χ 2(2)가 된

다.

일반적으로는 ∑
n

i= 1
(Y i- Y ) 2/σ 2 = ∑

n - 1

i= 1
Z 2

i ∼ χ 2(n-1)인데, 이때 Z 1,⋯ ,Z n - 1 은 

iid N(0,12)이고 Z i = (Y 1 +⋯ + Y i- iY i + 1)/ i+ i 2σ 이다( i = 1 ,2 ,⋯ , n - 1 ).

2.15.4 자유도

§2.6에서 소개한 카이제곱분포, t 분포, F 분포는 모두 자유도가 있다. 자유도란 한마

디로 사용된 정보의 개수인데, 편의상 n = 3 인 경우로 이를 설명한다.

Y 1,Y 2,Y 3∼iid N(μ,σ 2)인 표본 {Y 1,Y 2,Y 3}에 담긴 (독립적인) 정보는 3개이다. 그

런데, 표본에 담긴 정보는 정보의 손실없이 다양한 형태로 변형시킬 수 있다. 예를 들어, μ

가 알려진 상수인 경우에 { Y 1 - μ ,Y 2 - μ , Y 3 - μ } 로 변형시켜도 여전히 (독립적인) 정보

는 3개이다. 따라서, 식 (2.15.10)에서 ∑
3

i = 1
(Y i - μ ) 2 은 3개의 (독립적인) 정보인 

Y 1 - μ ,Y 2 - μ , Y 3 - μ 를 사용하므로 자유도는 3이다.

표본정보를 다음과 같이 세가지 형태로 변형시킨다. 첫째, 

{Y 1,Y 1 + Y 2,Y 1 + Y 2 + Y 3}에서는 Y 1,Y 1 + Y 2,Y 1 + Y 2 + Y 3가 독립은 아니지만 그래도 

정보의 손실은 없다. (즉, Y 1,Y 2 ,Y 3 를 다시 얻어낼 수 있다.) 둘째로, 

{ Y 1 - Y ,Y 2 - Y ,Y 3 - Y , Y } 에서는 Y 1 - Y ,Y 2 - Y ,Y 3 - Y 끼리는 독립이 아니지만 이

들 모두 Y 와는 독립이다 (<비고 2.13.4>, <비고 2.13.5> 참조). 이때 유의할 점은 Y 가 하

나의 (독립적인) 정보이므로( Y 를 제외한) { Y 1 - Y ,Y 2 - Y ,Y 3 - Y } 에 담긴 정보는 3개

가 아니라 2개라는 점이다. 따라서, 식 (2.15.11)에서 ∑
3

i = 1
(Y i - Y ) 2 은 2개의 정보를 사용하

(는 것과 같으)므로 자유도는 2이다. 셋째로, { Y 1 - Y 2,Y 1 + Y 2 -2Y 3,Y 1 + Y 2 + Y 3}에서

는 3개의 정보가 모두 독립이다(비고: Y 1 + Y 2 + Y 3 = 3 Y ). 그리고, §2.15.3에서 보았듯이 

∑
3

i = 1
( Y i - Y ) 2 = { (Y 1-Y 2) 2/2+ (Y 1+ Y 2-2Y 3)

2/6}이므로, 이는 (독립적인) 3개의 정보 

중에서 2개만 사용하는 것과 같다.
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<비고 2.15.2> Y 와 ∑
n

i = 1
(Y i - Y ) 2 는 독립이다 (n≥2).

2.15.5 t 분포의 등장

앞으로 μ 에 대한 가설을 검정할 때, σ 가 알려진 경우에는 ( Y - μ )/ ( σ / n )을 검정

통계량으로 사용한다. 이때, Y∼N(μ,σ 2) 이면 ( Y-μ)/(σ/ n)∼N(0,1 2)이고, 

Y/∼N(μ,σ 2)이면 중심극한정리에 의해서 ( Y -μ)/(σ/ n) ∼A N(0,1 2)이다 (식 (2.15.5) 

참조).

그러나, σ 를 모르는 경우가 더 현실적인데, 이때 σ 를 식 (2.15.9)의 S 로 대체하여 

( Y - μ )/ ( S / n )을 검정통계량으로 사용한다. 그러면, Y∼N(μ,σ 2) 인 경우에 한해서 (<비

고 2.15.3> 참조) ( Y - μ)/(S / n)∼ t(n - 1)이다. 즉, ( Y - μ )/ ( S / n )은 자유도가 

( n - 1 )인 t 분포를 따르는데, 증명은 다음과 같다. Y∼N(μ,σ 2) 이면, 

Z = ( Y - μ)/(σ / n)∼N(0,1 2)이고, 식 (2.15.11)에 의해서 

C n - 1 = (n-1)S 2 /σ 2∼χ 2(n-1)이다. 또한, <비고 2.15.2>에 의해서 Y 와 (n - 1)S 2 은 독

립이므로 Z 와 C n - 1 역시 독립이다. 따라서, 이들을 식 (2.5.5)에 대입하여 다음을 얻는다. 

(2.15.13)Tn-1=
Z

Cn-1/(n-1)
=

Y-μ
S/ n

∼t(n-1)

<비고 2.15.3> 이때 유의할 점은 다음과 같다. Y/∼N(μ,σ 2)인 경우 ( Y - μ )/ ( S / n )은 t

분포를 따르지 않는다. 이 경우에도 N(0,12)을 근사분포로 사용할 수 밖에 없

는데, 이는 2-단계 근사라고 할 수 있다. 즉, 1차적으로는 중심극한정리에 의한 

근사이고, 2차적으로는 σ 를 S 로 대체함에 따른 근사이다.

사실 n이 크면 어차피 t(n - 1)이나 N(0,12)이나 별로 차이가 없다 (<비고 2.6.1> 참

조). 다만, t 분포의 정의상 서로 독립인 Z 와 C n - 1 이 필요한데, 이는 Y∼N(μ,σ 2)일 때에

만 가능하다는 것이다.

2.15.6 F 분포의 등장
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모집단이 2개(이상) 있을 때 F 분포가 자연스럽게 등장한다. 모분포가 Y∼N(μ1,σ
2
1)

인 모집단에서 추출한 표본을 {Y 1,⋯ ,Y n 1
}이라 하고, 모분포가 X∼N(μ2,σ

2
2)인 또 다른 

모집단에서 추출한 표본을 {X 1,⋯ ,X n 2
}라 하자. 그리고, 각각의 표본평균, 표본분산을 

Y = ∑
n 1

i= 1
Y i/n 1,  S 2

1 = ∑ ( Y i - Y ) 2/ ( n 1 - 1 )과 X = ∑
n 2

i = 1
X i/n 2 ,  

S 2
2 = ∑( X i- X ) 2/ ( n 2 - 1 )이라 하자. 그러면, 식 (2.15.11)에 의해서 

C n 1 -1 = (n 1-1)S2
1 /σ2

1∼χ 2(n 1-1)이고 C n 2 -1 = (n 2-1)S2
2 /σ2

2∼χ 2(n 2-1)이다. 또한, 서

로 다른 모집단에서 추출한 표본들은 서로 독립이므로, C n 1 -1과 C n 2 -1은 서로 독립이다. 

따라서, 이들을 식 (2.5.4)에 대입하여 다음을 얻는다.

(2.15.14)F n1-1,n2-1=
C n1-1/(n1-1)

C n2-1/(n2-1)
=

S2
1/σ

2
1

S2
2/σ

2
2

∼F(n1-1,n2-1)

즉, (S2
1/σ2

1)/(S
2
2/σ2

2)는 분자 자유도가 (n 1 -1)이고 분모 자유도가 (n 2 -1)인 F 분포를 

따른다.
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